Chapitre 3

Géométrie Plane Elémentaire

Notons P le plan affine (ensemble des points du plan)et ? le plan vectoriel (ensemble des vecteurs
du plan).
On peut munir P d’une loi de composition interne + (somme de vecteurs).
On peut également lui adjoindre une loi de composition externe - (multiplication d’un vecteur par un
scalaire réel).
Ces lois vériﬁcnt les propriétés suivantes
(1) (P +) est un groupe abélien
(ii) Distributivité par rapport a ’addition des vecteurs : V(A, w,
(iii) Distributivité de - par rapport a ’addition des scalaires V( s My
(
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iv) associativité mixte V(\, p, ) R x Rx P X (- @) = (\) - ﬂ’
v) le scalaire 1 est un opérateur neutre pour la multiplication V& € P

o
Il
o]

.
On résume ces propriétés en disant que (P, +,+) est un R-espace vectoriel.

3.1 Modes de Repérage dans le Plan

3.1.1 Coordonnées Cartésiennes

Définition 3.1.1 (systéme libre)

On dit les systeme (U, V) de deuz vecteurs est libre lorsqu’ils sont non colinéaires.
Cela implique en particulier que W et U sont tous les deux non nuls et distincts.
on a la caractérisation suivante :

(u,v) libre  si et seulement si Y(a,b) eR?*, |aW +b0 =0= (a=0 et b= 0)}
lorsque (W', ') n'est pas un systeme libre, on dit que le systéme est lié. o

. — —> N . . — —
Preuve Soit (w, ') un systéme libre. si par ’absurde 'un des eux vecteurs est nul, par exemple w = 0
— — . . . — —_— o, e . .
alors W = 0 v ce qui signifie que u et v sont colinéaires... contradiction
Pour montrer la caractérisation annoncé, il suffit de montrer que

non((ﬂ), ) 1ibre> si et seulement si non (V(a, b) € R? [aﬁ—&—b? =0=(a=0 et b= O)D
c’est & dire :
u et v sont colinéaires si et seulement si I(a,b) € R?, {aﬁ—}—b? =0 et non(a=0 et b= O)}

soit encore

—

@ et 7 sont colinéaires si et seulement si I(a,b) € R?, [a7+b7 =0 et (a#0 ou b# 0)}

. . . . — —_— DR . . P
e Montrons 'implication directe : Supposons « et v colinéaires, il existe alors un réel a pour lequel on
— — —
aU=av Oou v =au
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Et donc en prenant (a,b) = (—1, a) (dans le cas ot u = av) ou (a,b) = (o, —1) (dans le cas ot ¥ = o)
, on trouve que
aw +bv =0
e Montrons la réciproque :
Si aW + b0 =0 avec alors :

. — —
-Premier cas :a # 0. Et donc w = —3 v
BN — —
-Deuxiéme cas : b # 0. Et donc v = —¢u.
— — L.
Donc tous les cas u et v" sont colinéaires. °

Remarque:
— — . . . N . .
au +bv est ce qu'on appelle une combinaison linéaire des vecteurs u et v & 'aide des coeflicients a et b.

Exercice: écrire la caractérisation d’un systéme de deux vecteurs liés.

Définition 3.1.2 (Repére et coordonnées cartésiennes)
Soient Q un point du plan P, et (e1,e3) un systeme libre.

N

On dit alors que R := (Q, €1, e€3) (resp. B:= (e1,e3) )est un repére de P (resp. une base de P ).

Q est Uorigine du repére €, et es sont respectivement le premier et le deuziéme vecteur de base.
—

Tout point M (resp. tout vecteur QM ) admet une écriture unique de la forme :

W:xe-f—kye_z)

_
On dit que P est un espace vectoriel de dimension 2.

(z,y) sont les coordonnées du vecteur M (resp. du point M) dans le repére R (resp. la base B ). &

Preuve Nous ne montrerons pas qu’une telle décomposition existe, mais son unicité et le fait que les
coordonnées d’un vecteur ne dépendent que de la base et non repére.

unicité : si par I’absurde QM admet deux décompositions suivant la base B
W:xe_f—kye_ﬁ et Km:x’e—f—ky/e_ﬁ
On en déduit (d’apreés les propriétés des lois + et -)
0 = (@] +ye3) — (@3 +y/&) = o] +y5 — o'l —y'T = (e~ 2)el + (y— v
Or le systéme (€7, e3) étant libre cette combinaison linéaire ne peut contenir que des coefficients nuls :
r—2'=0 e y—y' =0
D’ou la contradiction

Non dépendance :
En effet si dans le repére (€, €1, €3),

— —
u =zrei +yes
N — —
Dans le repére ({29, €1, €3)on a
— —

On voit donc que les coordonnées sont les mémes quelle que soit 'origine du repére.

[}

— — — —

Exemple: En notant O = (0;0), ¢ = (1;0) et j = (0;1) on voit que (O, i, j
Ce repére porte le nom de repére canonique de R2.

, j ) est un repére de R2.

Proposition 3.1.1 La donnée d’une base B := (e1,es) permet d’identifier P 4 R? (resp. C) au moyen

des ’application

opz: R2  — P resp pc: C — P
(z,y) — wel+yes ' z +  Re(2)e] +Im(z)es

Ces applications sont bijectives (surjectives et injectives) et R-linéaires.

N
On dit qu’elles réalisent un isomorphisme d’espaces vectoriels entre R? (resp C) et P &
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Preuve Faisons la preuve pour la premiére, celle de la deuxiéme étant identique ou découlant directement
de Iisomorphisme (a,b) — a + ib.
Montrons le coté R-linéaire de g2 : Pour tout couple de réels (x,y) et tout réel \ :
or2(A- (2,9)) = pra((Az, Ay)) = (Az)er + (Ay)es = A+ (z-e1) + A+ (y-e2) = Awei +yez) = A gpe((2,y))
D’ott 'homogénéité de degré de pge.
Soit (z',y’) un autre couple de réels :
er2((21,91) + (22, 92)) = ez (w1 + 22,51 +92)) = (21 + 22) -1 + (Y1 + 42) - €3...
D’ou l'additivité de g2
Par ailleurs (e, e2) étant une base on par définition des coordonnées
A< 7—3)7 Iz, y) € RY W =ze] +yes
i.e. .
vu e P, Aa,y) €R? U = pre((2,y))

Ceci caractérise le fait que pg2 est une bijection °

Remarque 3.1.1 Ces identifications dépendent du choiz de la base B.

Avec les notations ci-dessus :

0% ((z,y)) désigne le vecteur U coordonnées (x,y) relativement au repére B, on note u (x,y)s.

oc(z) désigne le pointu d’affize z relativement au repére B, on note U (2)g. *

Remarque 3.1.2 Ces identifications (relatives & une base B) nous permettent de voir le plan vectoriel

5} comme ’ensemble R? avec compatibilité des lois vectorielles :

la somme de deux vecteurs correspond a la somme des couples de coordonnées (resp. des affizes) relatives
aB).

Le produit d’un vecteur par un scalaires correspond au produit du couple des coordonnées (resp. des affixzes)
relatives a B par un réel.

Ainsi (R?,+,-) et (C,+,-) sont deuz espaces vectoriels qui s’identifient a P *

Deux vecteurs non nuls du plan u et v sont dits orthogonaux lorsque’

[]

—

(0, 7)

™
2
un vecteur est normé, lorsqu’il est de norme 1.

Définition 3.1.3 Soit R un repére (resp. B).

On dit que R (resp. B) est un repére (resp. une base) orthogonale, lorsque les vecteurs de base sont

orthogonaux.

On dit que R (resp. B) est un repére (resp. une base) orthonormale, lorsque les vecteurs de base sont

orthogonauz et normés.

Si de plus le plan est orienté et la mesure de l’angle entre le premier et le deuxiéme vecteur de base est

congru a G modulo 2w on dira qu’il s’agit d’un repére (resp. base) orthonormale direct(e) (si congrue a
s

—% modulo 2mon la qualifiera d’indirecte).

- = . - =
Exemple: (O, i, j) est un repére orthonormal direct de R2. (O, 7, i

indirect de R2

) , 1) est un repére orthonormal

3.1.1.1 Changement de repére

Proposition 3.1.2 (Changement de Base) Soient B := (e;,¢5) et B := (e1’,e5') deuz b.o.n.d.
Tout vecteur W ayant pour coordonnées (x,y) dans B, et pour coordonnées (x',y') dans B', vérifie le
passage entre "anciennes coordonnées” et "nouvelles” suivant :

' = xcosh+ysinb ; r = x'cosfh —y sind
y = —xsinf+ycosh € y = x'sinf+ 1y cosd
Ou b= (e1,e1’) [27] &

™

Lici il semblerait que ’on ait besoin d’orienter le plan, mais il n’en est rien car la congruence & 5 est modulo 7

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro
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Preuve A T'aide de 'isomorphisme ¢ associé a la base B, on peut identifier les vecteurs de 3 aux
complexes de C :

2z = x + iy correspond au vecteur @ de coordonnées xe; + yes.

On dira que z est l'affixe de u relativement a la base B, on note u (2)5

En particulier €; (1)5 et e (i)s.

Posons e;'(2})5 et es'(24)5, B’ étant une b.o.n.d. on a

les’ =lei’ll =1 et (e',e5) =

Ce qui équivaut a

!
|25 = |21 =1 et arg (,> = g [27]
1

Ce qui équivaut a 2§ = e'® et 2 = iz} = ie'®.

Soit § = (e, ¢}) [27], on a alors par un calcul analogue 2} = e x 1 = ¢*.
Or 2] = e, dou o = 0 [27], ainsi
2 =e? et zh=ie? = e'(e)p et e (ie)s

Soient (xz,y) et (z',y’) les coordonnées de u décrites dans I’énoncé de la proposition :
u=uwe] +yes =a'el +y'es’

D’ou par passage aux affixes relativement & B, on trouve :

x+iy = 2'e? + iy et
Soit
1 ol —1i0 . R 1 W) T
' +iy =e " (x+iy) et x4y =eY(z' +1y')
D’ou la conclusion en comparant parties réelles et imaginaires. .

Remarque 3.1.3 si 6 désigne une mesure de l’angle entre le premier vecteur de l’ancienne base (B)et
le premier vecteur de la nowvelle (B'). Et si on note z Uaffize du vecteur u relativement o B et 2’ Uaffize
de u relativement a B' on obtient la relation

2=, et z=e€"z

el ludl

Corollaire 3.1.3 (Changement de Repére) SoientR := (2, e1,e2) et R := (', €1, e3") deux r.0.n.d.
Tout point M ayant pour coordonnées (x,y) dans R, et pour coordonnées (z',y') dans R', vérifie le pas-
sage entre "anciennes coordonnées” et "nouvelles" suivant :

2 = —a +xcosf+ysind ot x = a-+a'cosf—y'sind
y = —b —xsinf+ycosh y = b+a'sinf+y cosf
04 0 = (eq,€}) [27] et ﬁ’(a,b)g et m’(a’,b’)g/

(voir proposition précédente pour les relations entre (a,b) et (a’',b')).
(a,b) sont les coordonnées de Q' dans l’ancien repére et (—a’,—b") sont les coordonnées de Q0 dans le
nouveay repere. &

Preuve les coordonnées de QM dans la base B sont (x,y), donc dans la base B’ elles deviennent (d’aprés
la proposition précédente) (z cosf + ysinf, —xsinf + y cos §) D’ou

Py Ay G V. — — — —
VM =00+0OM = —d'e;’ —b'e3’ + (xcosf +ysinh)e;’ + (—xsind + ycos)es’

D’ou les premiéres formules de passage.
—_—
Par un raisonnement analogue puisque (2',y’) sont les coordonnées de '’ M dans B’, on en déduit d’aprés
—
la proposition précédente que Q' M a pour coordonnées (x’ cos @ — y' sin 0, x’ sin § 4y’ cos §) dans B. D’ou

—
QM = QO + Q'M = ae; + bes + (2" cos§ — ¢/ sinf)e] + (2’ sin@ + y cos)es
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D’ou les derniéres formules de passage. °

Remarque: Soit un 6 un angle de la rotation Ry faisant passer de I’ancienne a la nouvelle base.

Soit (a,b) les coordonnés dans 'ancienne base du vecteur de la translation 7\, ;) faisant passer I'ancienne
origine a la nouvelle.

Notons que ces deux transformations conjointes envoient I’ancien vers le nouveau repére et de facon
contravariante les nouvelles coordonnées vers les anciennes :

(T(a,b): Ro)
AN

a.b), R
R R’ et (fwﬁmfbwtmw

Définition 3.1.4 (Equation cartésienne)
Soit T' un ensemble de points du plan, et f : R?2 — P est une fonction donnée On dit que

flz,y) =0

est une équation cartésienne de I' relativement au repére R, lorsque :
T est l’ensemble des points M dont les coordonnées (x,y) relativement au repére R vérifient f(x,y) = 0.

I={MecP| Iy cR%: QM=uzxe;+yes et flz,y)=0}
o

Définition 3.1.5 (Equations paramétrées)
Soit T un ensemble de points du plan, et f : R? — R et f : R?> — R deux fonctions réelles. On dit que

x = f(t)
{y:g@ ted

est une équation paramétrée de I' relativement au repére R, lorsque :

T est l’ensemble des points M dont les coordonnées (x,y) relativement au repére R vérifient x = f(t)
y=g(t) avect € A.

A désigne un sous-ensemble de R, Dans la pratique il s’agira souvent d’un intervalle.

I={MecP| 3teR QM=ft)e +g(t)es}

3.1.2 Coordonnées Polaires

-
i,7)-

Définition 3.1.6 (Repére polaire) Pour tout 6 réel, le repére polaire d’origine O et d’angle 6 est donné
par

Dans toute cette section P est muni d’un r.om.d R = (O,

)

Ro = (0, U, V)

avec
- . —
UWg=cosBi +sinfj et Vo= Uprz =—sinfi +cosfj

On dit que O est le pdle du repére polaire et le demi-aze, d’origine O et dirigé par i est dit laze polaire
')

Exercice: Montrer que pour tout 6 réel, Ry est un r.o.n.d.

Remarque: par identification des vecteurs de P a leurs affixes relativement a la base de R, on a
—s identification ;g —s identification . ;g
U g — e et Vg — 1€

Définition 3.1.7 (Coordonnées Polaires) On dit que M a pour coordonnées polaires le couple de réels
(r,0) (relativement au repére R) lorsque

OM = 7 (6)

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro



OLIOTH [0 UINIBIN - JeULIO] Op 01101q 09047

6 CHAPITRE 3. GEOMETRIE PLANE ELEMENTAIRE

Proposition 3.1.4 Les coordonnées polaires un méme point ne sont pas uniques

Si M = O les coordonnées polaires sont les couples de la forme (0,0) avec 6 € R

Si M # O alors M admet au moins un couple de coordonnées polaires (r,0) avec r € R* et § € R les
coordonnées polaires de M sont les couples

(=1)*r,0 + k) avec k€7

&

Remarque 3.1.4 Si M # O a pour affize z relativement au repére R, alors z # 0 et son écriture
trigonométrique z = re'® nous donne un couple de coordonnées polaires de M : (r,0) *

3.1.2.1 Changement de coordonnées

Proposition 3.1.5 Soient (r,0) et (z,y) des coordonnées respectivement polaires et cartésiennes d’un
méme point M # O. On a a alors (avec des notations abusives)

_ /2 2
{xzrcos@ " £Vt +y

et cos) = '

Yy T S1n sin 6

|
S k38

&

Remarque 3.1.5 Dans la pratique pour passer des coordonnées cartésiennes (x,y) a polaires (r,0) d’un
point situé en de Uaxze Oy, on calcule v au signe pres puis on cherche unique 6 €] — 7, w| qui vérifie

tand = 2
x
Ceci se fait au moyen de la fonction arctan (voir chapitre sur les fonctions usuelles) *

Définition 3.1.8 (Equation polaire)
Soit T un ensemble de points du plan, et f : R?> — R est une fonction donnée On dit que

fr,0)=0

est une équation polaire de ' relativement au r.o.n.d. R, lorsque :
T est l’ensemble des points M dont les coordonnées polaires (r,0) relativement au repére R vérifient

flr,0)=0.

I={MeP| 30 cR: OM=ruy et f(r,0) =0}

Définition 3.1.9 (Equations paramétrées)
Soit T un ensemble de points du plan, et f : R?> — R et f : R?> — R deux fonctions réelles. On dit que

r=f()
{azg(t) te A

est une équation parametrée de I' relativement au repére R, lorsque :

T est l’ensemble des points M dont les coordonnées polaires (r,0) relativement au repére R vérifient
r=f(t) et 6 =g(t) avect € A.

A désigne un sous-ensemble de R, Dans la pratique il s’agira souvent d’un intervalle.

P={MecP| 3teR; QM= ft)uy,}
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3.1.3 Coordonnées barycentriques

Définition 3.1.10 (Structure affine du Plan)

Pour un point Q du plan fizé, on peut définir relativement & ce point l’addition d’un point A et d’un
vecteur u, la somme de deux points A et B le produit d’un scalaire X et d’un point A. Plus précisément
o A+ u désigne l'unique point M tel que QM = QA +u

—_—  —

e A+ B désigne l'unique point P tel que QP = QA + QB

—

e \A désigne l'unique point Q tel que Q—Cj =AQA
On dit que (P,+,-) est un espace affine de direction P. [

Remarque: Attention les expressions A + B et AA dépendent implicitement du choix de €2

Exercice: Montrer que P hérite avec ces lois d’une structure d’espace vectoriel ?

Proposition 3.1.6 Soit Q un point fixé du plan. Au moyen de l’isomorphisme d’espaces vectoriels.

— —
(25 Q: P — P
—
M — QM
. . ﬁ .
P s’identifie & P comme espace vectoriel &

Remarque: Attention cette identification dépend implicitement du choix du point §2

Remarque 3.1.6 Soit R = (2, e1,e3), un repére fizé de P.
P s’identifie comme espace affine a R? (resp C) au moyen des isomorphismes d’espace affines

Upe:  R? — P Ue: C — P
(z,y) — Q+ (el +yes) resp: : = Q+ (Re(2)er + Im(2)es)

Ces identifications dépendent du choix du repére R.

Avec les notations ci-dessus :

U2 ((z,y)) désigne le point de M coordonnées (x,y) relativement au repére R, on note M (z,y)R.
Uc(z) désigne le point M d’affize z relativement au repére R, on note M(z)r. *

Proposition 3.1.7 Soit (4;,a;)ic; une famille finie de points pondérés du plan (il s’agit d’une famille
de couples formés d’un point et d’un réel, on dit parfois que pour i € I, a; est le poids associé a A;).
Uapplication
— —
A: P — P
—_—
M = Zie] (ZiMAl
Si ) ,crai =0 Alors cette application est constante
-

Si > crai #0 Alors il existe un unique point G € P qui vérifie A(G) = 0 :

JIG € P; Z aié‘Aj -0
il

Démonstration Remarquons grace a la relation de Chasles que :
V(M,P) e P?, A(P)=A(M) - (Z ai> MP
il

D’out le caractére constant lorsque ), ., a; = 0.
Si on suppose ), . a; # 0, Alors

AMG) =10 < (YMeP, AM)= <Z ai> MG)

i€l

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro
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Ce qui caractérise de maniére unique le point G par
SN 1

-
MG = ——— a; M Ay,
Zie] a; ;

Définition 3.1.11 Ce point G s’appelle le barycentre de la famille pondérée (Ag,ar)rer et vérifie

— 1 —_—
(x) VMeP, MG==—> aMA;
Zie[ a; icl
On note
def
G = Bar((Ai,ai)iel)
[
Remarque 3.1.7 Etant donnée la caractérisation (x), on peut noter sans ambiguité
d 1
G ;f Bar((AZ-, ai)ig) —G==— Z(LZAZ
Doner i i
cette identité traduite en terme d’affixes devient
1
== A;z;
ZiEI Qi ;
Ou Uaffize z de G est la moyenne pondérée des affizes z; des points A; *

Proposition 3.1.8 (Propriétés du barycentre) Le barycentre est inchangé lorsque :
- l’on change l'ordre des points pondérés

- on multiplie tous les poids par une méme constante

- on retire de la famille des points dont le poids est nul

On a par ailleurs la propriété de distributivité suivante :

SiG= Bar((Ak, ak)kej) et I s’écrit comme lunion disjointe I = JUK Alors , dés que ZjeJ a; #0:

G= Bar((Ak,ak)keK, (g, Zaj)) avec g 1= Bar((Aj, aj)jeJ)

jeJ

Démonstration Nous nous démontrons que ’associativité. En reprenant les notations ci-dessus :

1 1
ngzaiAiZE ZajAj—l—ZakAk

i€l jeJ keK

avec S := > ._;a;. Posons de méme S; := Zje} a; et Sk = Lk Ak

icl

1 1 1
G=o—c | D ajdi+ Sk | =D wdi | | = —< | D a4+ S
Sy + Sk 434 K<SK h ’“) S+ Sk 4545 T OKg

jeJ keK JjeJ

Remarque 3.1.8 Avec des notations abusives, on retiendra que l’associativité du barycentre s’écrit
lorsque ag, +...ay,, #0

(BCW[(Akl 1Qkq )seees (Aky saky )],akl +~~akm)

G = Bar[(Ajl7a’j1)7'"7(Aj17aj1)7 (Ak17ak1)7""(Ak17akl)
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Définition 3.1.12 (coordonnées barycentriques)
Si A, B,C sont trois points non alignés du plan Alors tout point M est barycentre de ces trois points :
il existe un triplet de réels (o, 3,7) tel que :

M = bar((A, ), (B, 3),(C,v))

En particulier :
Pour tout point M du plan il existe un unique triplet de réels (a,b,c) tel que :

M =aA+bB+ cC et a+b+c=1
(o, B,7) (resp. (a,b,c)) sont des coordonnées barycentriques de M par rapport a (A, B,C) [ )

—_— —
Preuve Puisque ces trois points sont non aligné, on a un repére en prenant R = (A, AB, AC). Tout

point M du plan admettant des coordonnées (z,y) dans ce repére, on a, par Chasles :
— — — — — — —_—
AM = 2AB + yAC = x(AM + MB) + y(AM + MC)
Soit
N N — —
(zr+y—1)AM —aBM —yCM = 0 avec (x+y—1)—z—y=—-1#0
Dot M = Bar[(A,xz +y—1),(B,—z), (C,—y)].
Enfin si on reprend les notations de I’énoncé et que I'on pose

a 154 9

S S N o T
a+ B4+ a+ B+ a+ B+

On a d’aprés les propriétés sur les barycentres
M = Bar((A,a), (B, ), (C,v)) = Bar((4,a), (B, a),(C,a)) et a+b+c=1

D’ou lexistence.

Montrons I'unicité.

Supposons qu’il existe deux triplets distincts de coordonnées barycentriques (a, 8,7) et (o, 5,7)
Posons S=a+8+~vet S =a" + 3 ++'. On a alors

— 1, — — — 1 — —
AG = E(BAB +yAC) + AG = g(ﬁlAB ++'AC)
D’ou PR
Et donc puisque les vecteurs de base forment un systéme libre
S’ S’
r_ 2 " r_ 2
p=358 e T=37

enfin o/ =85 —p' -+ =95 % = %a Et donc deux coordonnées barycentriques correspondent au
méme point si et seulement si elles sont proportionnelles.

Dans le cas qui nous occupe si on suppose de plus S = S’ = 1, on voit que (o, 8,7) = (¢/, F,7). la
preuve sur 'unicité en découle tout naturellement. °

Remarque: les coordonnées barycentriques ne sont pas uniques mais elles sont proportionnelles les
unes aux autres : (a, 3,7) et (o/,3',7") sont toutes deux coordonnées barycentriques d’'un méme point
si et seulement si

JkeR, (¢ =ka et [ =kB et ~ =ky)

3.2 Produit Scalaire

Définition 3.2.1 (Géométrique) Soient W et v deus vecteurs du plan, on appelle produit scalaire de

— — . L= = Py
u et v le réel noté w - v est défini par

||| x || V|| cos @ Si W et ¥ non nuls

SR

—
- v
—
v

= 0 sinon

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro
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N . . — =
Ot 0 est® une mesure (non orientée ) de Uangle® (W, ).
Sovi . . - L == — =
Pour éviter toute confusion avec la loi de composition externe, on note aussi (W |v) ou < W |v > pour
désigner le produit scalaire. '

— — —
Remarque 3.2.1 Pour tout vecteur u, on a | W||*> =4 - u *

Proposition 3.2.1 Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si

- —
v =0

U

&

Preuve W et v orthogonaux  si et seulement si W = 0 ou T=0 ou (W, = 7/2[r]
si et seulement si 7] =0 ou [|[¥||=0 ou cos(u,v)=0

si et seulement si u-v =0 .

Corollaire 3.2.2 Les coordonnées (x,y) d’un vecteur U relativement d une b.o.n. B = (€1, e3), sont

données par

— = — =
TrT= U -eq et Y= U -ey
Plus précisemment on a
— — == —  —\—
u = (u-ej)e] +(u-e3)es
)
Proposition 3.2.3 (Caractérisation a ’aide d’affixes relativement a une b.o.n)
—
Soit B une base orthonormée de P, on note ¢ a et b les affixes complexes relativement ¢ B de u et v
u(a)p et v(b)B
On a alors
u-v = Re(ab)
)

Preuve Dans le cas ot v = 0 ou v = 0, affaire est entendu.
Supposons donc u et v non nuls, il en va donc de méme pour les affixes a et b, dont on peut donner une
écriture trigonométrique :

a=r.e" et b=rpe?

Par interprétation géométrique du module (dans un b.o.n) on a |a| = |ju|| et |b] = ||v]].

Par ailleurs arg (%) = 8 — « [27] correspond a une mesure de I'angle (u,v) (orienté par la base B), or
ici le plan n’étant pas orienté, cette mesure d’angle correspond (modulo 27) & +6 on a donc

B —a =102

D’ou
Re(ab) = Re (rarbe“ﬁ*a)) = Re (7] x | T|ex™) = ||| x | 7| cos(=6)

On conclut grace a la parité du cosinus

Proposition 3.2.4 (Caractérisation a I’aide des coordonnées cartésiennes dans une b.o.n)
—
Soit B une base orthonormée de P, on note u (x,y)s et v (x',y')s on a alors

w v =ax 4+ yy

2par définition!!!
3le plan n’a pas besoin d’étre orienté.

10



3.2. PRODUIT SCALAIRE 11

Preuve En reprenant les notations de la proposition, on voit que a = z+1iy et b = 2’ + 1y’ sont les affixes
. — — . N T N - P
respectives de u et v relativement & B. D’ou d’aprés la proposition précédente :

U -V = Re(ab) = Re((x —ay) (2’ + zy’)) =zz’ +yy

Corollaire 3.2.5 Si B est un b.o.n. et que le vecteur W admet pour coordonnées (x,y) relativement a
B, alors le vecteur V' (—y, )5 est orthogonal ¢ u .

Si on suppose de plus la base B directe et U unitaire, alors (W, V') est une b.o.n.d. et on dit que v
est le vecteur unitaire directement orthogonal a . &

- =
Proposition 3.2.6 ["application produit scalaire (-|-) : P x P — R vérifie les propriétés suivantes :

Elle est linéaire par rapport a la premiére composante :

VW@, 7, @) e P2, (W+7[W) = (Z[@)+(T[@) et YOT,T)eRxP2, (\T[T)=A\T|7)

Elle est linéaire par rapport a la deuxiéme composante :

VT, T, W) € P3, (W|T+7)

On résume ces deux derniéres propriétés en disant que le produit scalaire est une application bilinéaire.

De plus le produit scalaire est symétrique.
v(u,v)e P (W)= (VW)
&

Preuve Munissons P d’une b.o.n B le temps de la preuve. La symétrie se déduit aisémment de la
caractérisation a l’aide des coordonnées cartésiennes. Il ne nous suffit donc de montrer la linéarité par
rapport a la deuxiéme composante.

Soient donc u, v, w d’affixes respectives a, b, ¢ relativement & B et A un réel. en exploitant la linéarité
de la partie réelle et la distributivité (et...), on trouve

(w,u +v) = Re(¢(a + b)) = Re(ca +¢b)) = Re(ca) + Re(cb) = ...

(u, \v) = Re(a(Ab)) = Re(Aab) = ARe(ab) = A(u,v)

[ ]
Corollaire 3.2.7
1T +712 = 1% +2([7) + 7]
v =717 = ¥ -2 [7)+ |7
(TW+7w-7) = |7)?-|7?
1
@) = 0+ T TP
AP+ VNP = W+ + -7
&

Remarque: la derniére identité porte le nom d’identité du parallélogramme : Interprétation géométrique.

Exercice: Démontrer le théoréme de Pythagore :

ULV =+ =)+ )

11

(@, 0)+(@[T) et  YNT,T)ERxPL (TAT) = ANT|7D)

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro
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Définition 3.2.2 (Mesure algébrique) Soit D une droite de direction .
Si A et B sont deux points de D, on appelle mesure algébriqgue AB relativement a la droite D orientée
par U unique réel \ vérifiant

SN A

AB = ——u
Jull

On a en particulier AB = +AB et U - AB = | W x AB [

— R —
Remarque: lorsque A, B,C sont alignés on note sans ambiguité AB - AC = 4B - AC sans préciser

Porientation de la droite.

Définition 3.2.3 (Projeté orthogonal)
Soit D une droite du plan de direction W et M un point du plan. On appelle projeté orthogonal de M
sur la droite D ['unique point H vérifiant

HeD et MH -4 =0

[ )

Exercice: Montrer I'existence et I'unicité de ce point H & ’aide de coordonnées cartésiennes dans un
r.o.n.

Proposition 3.2.8 (Interprétation en terme de projection) Soient A, B, C trois points du plan. et
soit H le projeté orthogonal de C' sur (AB), alors

—_ — -
AB-AC = AB-AH
ot AH est la mesure algébrique relativement a la droite (AB) orientée par AB &

Preuve Par Chasles et par bilinéarité on a

— —

—_— — —_— —  — —_— — N
AB-AC=AB-(AH+ HC)=AB-AH+ AB-HC =ABx AH+0

Remarque 3.2.2 On sait que la donnée d’une base (resp. d’un repére) nous permet d’identifier le plan
auz espaces vectoriels (resp. affines) R? ou a C. La donnée du produit scalaire ajoute une nouvelle structure
a notre plan, une structure dite euclidienne. Pour rendre cette nouvelle structure compatible avec notre
identification, la base (resp. repére) sera choisi orthonormée.

la donnée d’une b.o.n identifie le plan (euclidien) a R? ou a C. *
Applications

Proposition 3.2.9 Soit D la droite passant par A et dirigée par . Pour tout point M € P, le projeté
orthogonal de M sur D est le point H vérifiant

AM
AH = 7( 2|u)u
u
H est l'unique point qui minimise la fonction P +— d(M, P) lorsque P parcourt D, on dit que d(M, D) def
MH est la distance de M & H. &

. C “Ir — N
Preuve Soit H le projeté orthogonal. on a AH = Aw. D’ou
AM7UT = (AH + HM)W = AHT = \4 @
Pour tout P de D

MP?=|MH + HP||> = MH*> + MP>> MH?> et HeD

12



3.3. DETERMINANT 13

I'unicité provient du fait que si H' est un autre point qui minimise alors

0=MH?> - MH?=(MH+ MH'|MH - MH')=(MH + MH'|H'H) = (MH|H'H)+(MH'|H'H)
N————’

0
— —
Doa MH' L H'H et H' €D soit H = H (par définition du projeté orthogonal) .

vecteur directeur de D

Proposition 3.2.10 Soit A un point et & wun vecteur (non nul) Pour tout réel k l’ensemble Ay des
—

points M € P tels que U - AM = k est un droite orthogonale & a la droite passant par A et dirigée par

—

U &

Preuve Soit v un vecteur orthogonal & .
Soit My I'unique point de la droite D passant par A et dirigé par o tel que AMy = H%H'

M, vérifie alors @ - AMy = k

U AM =k <=0 -AM =0 - AMy <= 0 - AM — % - AMy = 0 <= u - (AM — AM¢) =0

Soit
-
Me AL < u - -MyM=0
Notons D la droite passant par My est dirigée par ¥
e Soit M € Ay Comme (u,v) forme une base orthogonale on a
——
MoM =aW +bv  (avec a,b réels)
En fait puisque
—_—
0= -MoM=au -u +bu -0 =a|u|?

D’ott @ = 0 et donc on a MM colinéaire & v, i.e. M € D
e Réciproquement si M € D
. VY — — — .1 N
Alors puisque MoM = b0 avec b € R et que v -« = 0, on en déduit que MyM -u = 0. D’ou My € Ay.
e Conclusion
VM € P, M e D« M c A

Ce qui prouve que D= Ay .

3.3 Déterminant

Dans toute cette section le plan est suppose orienté par la donné d’un r.0.n.d R. On note B sa base
associée

Définition 3.3.1 (Géométrique) Soient U et v deut vecteurs du plan, on appelle déterminant de
et U le réel noté Det(W, V) et défini par

Det(d,v) = || x ||7]sin6 Si W et v non nuls
Det(u,7) = 0 sinon
ot 0 est' une mesure orientée de l'angle (U, V). [

Proposition 3.3.1 Deuz vecteurs sont colinéaires si et seulement si

Det(d,v) =0

Deux vecteurs forment une base si et seulement si

Det(d,v) #0

4par définition!!!

13
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14 CHAPITRE 3. GEOMETRIE PLANE ELEMENTAIRE

Démonstration premiére équivalence : Soit 'un est nul soit § = 0[r] (voir affixes z; = kza d’ott argument)
L]

Proposition 3.3.2 Si B = (e1,e2) b.o.n alors
B b.o.n.d. siet seulement si Det(er,ez) =1 )

Proposition 3.3.3 (Caractérisation a ’aide d’affixes relativement a une b.o.n.d.)

—

On rappelle que B est une b.o.n.d. de P, on note a et b les affives complexes relativement a B de U et
—

v

u(a)p et v(b)s
On a alors
Det(u,v) = Im(ab)

&

Preuve Dans le cas ot u = 0 ou v = 0, I’affaire est entendu.
Supposons donc u et v non nuls, il en va donc de méme pour les affixes a et b, dont on peut donner une
écriture trigonométrique :

a=rge et b= rbew

Par interprétation géométrique du module et des arguments (dans une b.o.n.d.) on a r, = |a| = ||u|| et
o = [b] = [Jv]| et

b
ﬁ—azarg() =0 [27]
a
Ou 6 est une mesure de Pangle orienté (u,v).
Im(ab) = Im (rare®=) = Im (|7|| < [ 7]l = [T x | 7| sin(6)

L]
Proposition 3.3.4 (Caractérisation a ’aide des coordonnées cartésiennes dans une b.o.n.d.)

On rappelle que B est une b.o.n.d. de 7_7), on note U (z,y)s et U (z',y )5 on a alors
Det(d, V) = a2y — ya'

On note ausst
x

/

Det(u,v) = vy

&

Preuve En reprenant les notations de la proposition, on voit que a = z+1iy et b = 2’ + 1y’ sont les affixes
. — — . N T N - .
respectives de u et v relativement & B. D’ou d’aprés la proposition précédente :

u - v = Im(ab) = Re((az —iy) (2’ + zy’)) =xy —yax'

Proposition 3.3.5 [application produit déterminant Det : 3 X 3 — R wvérifie les propriétés suivantes :
Elle est linéaire par rapport a la premiére composante :

Y(u, v, w) € 7_53, (U +7 W) = (W |w)+(v|W) et Y\, W, 0) € Rx7_3)2, AU|V) = MW |V)

Elle est linéaire par rapport a la deuxiéme composante :

VT T, W) e P (BT4T) = (W, DHTIT) et VAT, T) eRxPL  (TAT) = A(T[T)

On résume ces deuz derniéres propriétés en disant que le produit scalaire est une application bilinéaire.

De plus le déterminant est antisymétrique.

V(@, 7)€ P2 Det(T|V) = —Det(V, W)

14



3.4. DROITES DU PLAN 15

Preuve Munissons P d’une b.o.n.d. B le temps de la preuve. La symétrie se déduit aisémment de la
caractérisation a l’aide des coordonnées cartésiennes. Il ne nous suffit donc de montrer la linéarité par
rapport a la deuxiéme composante.

Soient donc w, v, w d’affixes respectives a, b, ¢ relativement a B et A un réel. en exploitant la linéarité
de la partie réelle et la distributivité (et...), on trouve

Det(w,u + 0') = Im(e(a + b)) = Im(ca + eb)) = Im(ca) + Im(ch) = Det(w, ) + Det(w, V)
Det(w,\v) = Im(a(\b)) = Im(Aab) = AIm(ab) = ADet(u, V)

Proposition 3.3.6 (Interprétation Géométrique) FEtant donnés trois points non alignés A, B,C du
—_— — —

plan, |Det(AB, AC)| est égal a laire du parallélogramme dont les cotés sont porté par A—B), AC &

Preuve Premiére preuve a l'aide de la trigonométrie dans les triangles rectangles.
Ou, deuxiéme preuve.
Soit H le projeté orthogonal de M sur (AC)

e —_— —

—_— — —_— — —
Det(AB, AC) = Det(AH + HB, AC) = Det(AH, AC) + Det(HB, AC) = HB - AC - sin

- =
avec § = (HB, AC) = § [r] et donc sinf = £1. D’ou

|Det(A—B>,A—C)’)\ = base X hauteur

3.3.1 Applications
Corollaire 3.3.7 Soit D la droite passant par A et B. Pour tout point M € P,on a

\Det(AM, AB)|

d(M, D) = ==

&
Preuve laire du parallélogramme ABM D est égal &8 AB- M H = AB - d(M, D) )

Proposition 3.3.8 Soit A un point et U un vecteur (non nul) Pour tout réel k ’ensemble Ay des points
—_—
M € P tels que Det(w,AM) = k est un droite dirigée par u '

Preuve Soit My sol particuliére (exercice montrer qu’il en existe au moins un a 'aide par exemple de
coordonnées cartésiennes).

M € Ay, <= Det(W,AM) = Det(T, AMy) <= Det(w, AM)—Det(@, AMy) = 0 <= Det(w, AM—AM,) = 0

3~ . . —_ — . . — — ., .
D’ou M € Ay, si et seulement si Det(w, MoM) =k si et seulement si w et MyM colinéaires. °

3.4 Droites du Plan

3.4.1 Equations et colinéarité

Dans toute cette section le plan est rapporté & un r.o.n.d. R. on note B la b.o.n.d. associée.

Une droite est caractérisé par la donnée d’un point A et d'un vecteur non nul @ (appelé le vecteur
directeur). On note alors A + R la droite passant par A et dirigé par u, elle est caractérisée par :

VM e P, (M €D U et AM sont colinéaires)

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro
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16 CHAPITRE 3. GEOMETRIE PLANE ELEMENTAIRE

Proposition 3.4.1 (Equation paramétrique)
Soit A(a,b)r un point du plan et U (o, ) un vecteur non nul du plan. Une équation paramétrique dans
un repére quelcongue de la droite A+ R est donnée par

{z Zii\g avec A € R

Exercice: Ecrire une équation paramétrique de la droite passant par les points A(3,2) et B(5,—2).

Preuve Soit M(x,y)r € P
MeA+RY <= INER;, AM =\7
D’ott en passant aux coordonnées (z,y) de M on a

McA+RY < 3INER;, z—a=Xa et y—b=\3

Proposition 3.4.2 (Equation cartésienne et vecteur directeur) Soit D une droite du plan. alors
elle admet pour équation cartésienne dans R

(%) axr+by+c=0 avec (a,b) # (0,0)

ol a, b, c sont des constantes réelles.
Réciproquement toute équation de ce type est une équation de droite. En particulier :
le vecteur U (—b,a)r est un vecteur directeur de D

&

Démonstration e Soit Dune droite de vecteur directeur u (—b, a)x et passant par un point Mo (xo,yo)R
Soit M (x,y)r un point du plan, on a :

r—1x9 —b

VY e — VRV
M € D<= MyM colinéaire & & <= Det[MyM, u] =0 << y—o G
— Yo

=0

On reconnait bien une équation du type az+by+c = 0 avec (a,b) # (0,0) (car u # 0
e Soit D l’ensemble d’équation (*). Posons o (—b, a)%.

) et ¢ = —axo—byg

M(z,y)r € D<= aa:—|—by+c:0<:>Det(O_]\>/l, u)=—c

(Ou O est Vorigine du repére).
On reconnait 1a ligne de niveau correspondant & une droite de vecteur directeur o .

Remarque: On retiendra qu’une équation cartésienne de la droite My + R avec My(xzo,yo) et u (o, 3)
est donnée par
T—1Ty «

=0
Yy—% 0

Exercice: Montrer que cette proposition reste vraie dans un repére quelconque

Exercice: Ecrire une équation cartésienne de la droite passant par les points A(3,2) et B(5, —2).

3.4.2 Equations et orthogonalité

Définition 3.4.1 (vecteur normal)
Soit D une droite dirigée par un vecteur non nul w On dit que le vecteur non nul U est un vecteur
normal & la droite D lorsque

— | =

ulv

16
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. L e, . L . ., . —
Exercice: Montrer que cette définition ne dépend pas du choix du vecteur colinéaire u

Proposition 3.4.3 Toute droite D se caractérise par la donnée d’un point A et d’un vecteur normal non
nul v. On note D= A+ (Rv)*, cette droite se caractérise par

VM € P, (MGD@?L/W/[)

Preuve Soit un point A

e Du vecteur a la droite.
Soit v un vecteur non nul. On a vu que ’ensemble des points M vérifiant AM - ¥ = 0 est une droite D

—_—
passant par A. de plus, si B est un autre point de Dalors AB dirige Det AB - ¥ = 0 ce qui montre que
v est normal & D.

—
On a donc montré que AM 17 caractérise bien une droite : la droite D passant par A et de vecteur
normal v

e De la droite au vecteur.
Réciproquement Montrons que toute droite se caractérise par un vecteur normal. Soit Dune droite dirigée
par u, notons v un vecteur orthogonal & u, alors v est orthogonal & D. Ainsi toute droite admet un vecteur
normal. Or on sait que
_— —_— _,
AM1V <= AM - v =0«<= M €D

Ceci justifie le fait que toute droite admet une normale v qui (avec le point A) la caractérise. °

Proposition 3.4.4 (Equations cartésiennes et vecteur normal)
Soit D une droite du plan. alors elle admet pour équation cartésienne dans R

(%) axr+by+c=0 avec (a,b) # (0,0)

ot a, b, c sont des constantes réelles.
Réciproquement toute équation de ce type est une équation de droite. En particulier :
le vecteur ¥ (a,b)r est un vecteur normal a la droite D &

Démonstration
e Soit D une droite de vecteur normal v (a,b)r et passant par un point Mo(zo, yo)r Soit M(z,y)r un
point du plan, on a :

-
MeD— MM -V =0 (x —xz0)a+ (y —y0)b=0

On reconnait bien une équation du type az+by+c = 0 avec (a,b) # (0,0) (car ¥ # 6)) et c = —azo—byo
e Soit D1’ensemble d’équation (). Posons v (a,b)%.

M(z,y)r €ED<=ar+by+c=0<= v -OM = —c

(Ou O est lorigine du repére).
On reconnait 14 ligne de niveau correspondant & une droite de vecteur normal v’ °

Remarque: On retiendra qu’une équation cartésienne de la droite My + (RF})J- avec Mo(zo,yo) et
7' (a,b) est donnée par
a(r — o) +b(y —yo) =0

Exercice: Montrer que cette proposition reste vraie dans un r.o.n.

Proposition 3.4.5 Soient a,a’,b, ¢, six réels tels que (a,b) # (0,0) et (a’,b) # (0,0).
les équations cartésiennes dans R

ar+by+c=0 et dr+Vy+d =0
caractérisent une seule et méme droite si et seulement si

I\ € RY, a = Ma =X et =M

17
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Preuve Supposons que ces deux équations représentent la méme droite D les vecteurs u (—b,a)r et
U'(—b',a’)r sont donc deux vecteurs directeurs (non nuls) de la méme droite donc colinéaires :

I e RY, U =AU
(A #0 car u' # 6)) En soustrayant la deuxiéme équation & la premiére multipliée par A il vient
d—X=0

D’ou I'implication directe.
La réciproque étant triviale on a donc bien ’équivalence. °

Exercice: Montrer que cette proposition reste vraie dans un repére quelconque.

Définition 3.4.2 (Equation Normale)
Toute droite admet une équation normale, il s’agit d’une équation du type

ar+by+c=0 et a2+ =1

>

ol a, b, c sont des constantes réelles. Elles sont uniques au signe pres.

Preuve
o Existence :

. I . o RT . 1
Soit D d’équation ax + By + v = 0 avec (a, ) # (0,0) En multipliant tous ces coefficients par T

on obtient bien une équation normale.
e unicité au signe pres :
Soient ax + by +c=0 et a'z + by + ¢ = 0 deux équations normales d’une seule et méme droite,
alors
X e RY, a =\a =X et =M\

Or1=a?+b?=X(a®+b*) =X Dou A==+l .
Remarque 3.4.1 Toute droite admet une équation normale du type
cosfx +sinfy =p

avec 0 et ¢ deux constantes réelles.
1 s’agit de la droite de vecteur unitaire normal g (et donc de vecteur directeur vy ). Plus précisément
c’est la ligne de niveau

OM - 79 =Dp
Réciproquement Partant d’une telle droite, l’angle 6 correspond & une mesure de l’angle (i ,OH)
modulo ™ ou H est le projeté orthogonale de O sur D.
p est la mesure algébrique OH relativement 6 (OH) orienté par g *

Preuve Tout couple (a,b) € R? avec a? + b? = 1 correspond & un nombre complexe a + ib de module 1.
Ainsi on peut écrire a = cosf et y = sinf °

3.4.3 Droites remarquables

Définition 3.4.3 (Droites paralléles et orthogonales) Soient D et D.

On dit que D et D sont paralléles si et seulement si D et D ont des vecteurs directeurs colinéaires.

On note D|| D.

On dit que D et D sont orthogonales si et seulement si D et D ont des vecteurs directeurs orthogonauz.
On note DLD. '

Exercice: Montrer que ces définitions ne dépendant pas du choix des vecteur colinéaires
Proposition 3.4.6

A+ Ru est parallele o A"+ Ru'  si et seulement si Det(u,u’) =0
A+ (Rv)* est parallele a A’ + (Rv')*  si et seulement si Det(v,v') =0 )

18
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Preuve la premiére équivalence est une conséquence directe de la définition.

Montrons la deuxiéme. Notons v(a,b) et v’(a’,b") Soient u(—b,a) et u'(=b',a’). On a

Det(v,v") = ab/ — a’b = Det(u,u’)

Proposition 3.4.7
A+ Ru est orthogonale & A"+ Ru'  si et seulement si (u|u') =0
A+ (Rv)*t est orthogonale a A’ + (Rv')Y  si et seulement si (vv') =0 &

Preuve la premiére équivalence est une conséquence directe de la définition.
Montrons la deuxiéme. Notons v(a,b) et v’(a’,b") Soient u(—b,a) et u'(—=b',a’). On a
(v|v) = aa’ + Vb = (ulu)

Exercice: Caractériser a ’aide des coeflicients de leurs équations cartésiennes dans R, le fait que deux
droites sont paralléles ou orthogonales

Définition 3.4.4 Si A et B sont deux points distincts ’ensemble des points équidistants de A et B
—
s’appelle la médiatrice de [AB]. c’est la droite I + (RAB)* avec I le milieu de [AB]. [ )

Preuve
— =, — ==, 9 9 —_— — 9 9 —_— —
MA=MB < |MI+TA|*=|MI+IB|* < MI*+ITA*+2MI-IA=MI*+1IB*+2MI-IB

—_— = — —_— — —
Dot MA=MB <= MI-(IB—1A)=0+= MI-AB=0+= M €I+ (RAB)" .

Définition 3.4.5 Si D= A+ RW et D = A+ RU’ sont deux droites sécantes en A. l’ensemble des
points équidistants de D et de D s’appellent les bissectrices de D et T. c’est la réunion de deux droites
orthogonales de la forme A+ Rw o W est tel que

—

(', w) = (w,u") [x]

Exercice: le prouver (voir exercice 3 feuille 3)
- —
L

)

Preuve On travaille sur des équations normales relativement & un r.o.n.d. R = (A4,
D=A+RuU@)* =A+RV (@A) et D =A+ Ru ()t =A+RV(9)

cosfx +sinfy =0 et cosf'z +sinf'y =0
Pour M(xo, o), d(M,D) = d(M, D) équivaut a
(cosf — cos @' )wg + (sinf —sin@)yo =0 ou (cosh + cosd)xg + (sin@ + sin )yg = 0
Ce qui équivaut & (puisque D} D) :

¢’ 6+ 0
+ + Yo sin +

T COoS

ou
+6 0+¢
+ Yo COS

—x0 sin

Cest a dire M € [A+ (RU(S5) U A+ RV (D) = [A+ RT(S5)] U A+ R7 (552 .
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20 CHAPITRE 3. GEOMETRIE PLANE ELEMENTAIRE

3.4.4 Applications

Définition 3.4.6 Soient D, et Dy deux droite de vecteur directeurs u; et Us.
On appelle mesure de l'angle (Dy, Dy) des droites Dy et Dy tout nombre 6 vérifiant

—

(ui, u3) =0 [n]

Proposition 3.4.8 (Equation Polaire)
— —
Soit (Re)ger la famille repéres polaires associé au r.o.n.d R = (0, i, j).
—
Soit g une mesure d’angle entre l’axe polaire O +R i et D. on a alors

st D passe par O, D admet pour équation polaire en (r, )

0 =0

si D ne passe pas par 0, D admet pour équation polaire en (r,6)

- r
sin(f — 6y)

avec p un réel. &

Démonstration Par construction ug, est un vecteur directeur de D et donc vg, est un vecteur normal
de D. On en déduit I’équation normale

(*) —sinfpx 4 cos bpy = p
Par changement de coordonnées on a
(%) <= —rcosfsinfy + rsinfcosy = p < rsin(d — 6y) =p
Si D passe par O alors p =0, d’ot r = 0 ou 8 = 6y[n]
Sinon p # 0 et donc sin(6 — 6p) # 0, d’oit I’équation °

Remarque 3.4.2 En reprenant les notations ci-dessus , la droite D a pour équation cartésienne en (X,Y)
relativement au r.o0.n.d Ry,
Y=p

Preuve Soit M de coordonnées (x, y) resp. (X,Y) relativement aux repéres R (resp Ry, ). Par changement
de repére on a
Y = —sinfgx + cosbyy

D’ou
M vérifie (x) <= M vérifieY = p

Proposition 3.4.9 (Calcul de distances) Soit D une droite d’équation cartésienne dans R (r.o.n.d.)
ar+by+c=0 avec (a,b) # (0,0)
et M(X,Y) un point du plan. On a

_JaX 4+ bY + ¢
(D) = 2

20



3.4. DROITES DU PLAN 21

Preuve Soit My(zg,yo) € Don a en particulier ¢ = —azy — byp.
Notons u (—b,a) c’est un vecteur directeur de D. On en déduit

—_—
d(M, D) = |Det(MoM, )| _ la(X — o) +b(Y — yo)|
’ [kl Va2 + b2

Corollaire 3.4.10 Awvec le notations de la proposition on a :
M e D« d(M,D) =0
)

Remarque 3.4.3 Si deux droites sont paralléles elles peuvent alors étre confondues (si elles passent par
le méme point) ou strictement paralléles (si elles n'ont aucun point en commun).
*

Preuve Si Det D sont paralléles paralléles alors on peut écrire D= A +Ru et D = A’ + R7%. On voit
alors que

N —
M € DND <= AM est colinéaire 4 A’M < D=T = (AA4")

D’ou deux possibilités soit aucun point en commun ou droites confondus .

Proposition 3.4.11 Soient D et D d’équations cartésiennes ax + by = ¢ et dr+by=c

a b

a b
Dans le cas contraire on dit que D et D sont sécantes, et l’'on a

DNTD est réduit a un seul point dont les coordonnées (X,Y) sont donnés par

D parallele o D si et seulement si =0

’ b

b cb —c'b

X= b ~ab —a'b et Y
i b/

9
IS
o

~
~
~

ac —d'c
abl —a’b

o
Q
9

Q
Q
S

)
Q\
<

Preuve Supposons (X,Y) convienne au systéme (S) d’équation des droites.
Alors en multipliant la premiére ligne par b’ et la deuxiéme par b

() bVaX +0bY = Ve
b’ X +00'Y = b

D’ou en soustrayant ligne a ligne (b'a — ba’)X = b'c — bc’
D’out X = ... Calcul analogue pour Y.

Réciproquement si X et Y sont donnés par les formules ci-dessus, montrons qu’ils conviennent.

)3 )3

1
A

c b
d v

¢ ab ¢ ba

c ab

ba c
ba'

¢ ab

c ab

a ¢
a

1

il

D’ou
c 0

aX +bY = ¢ ab —ba

Calcul analogue pour a’ X +b'Y.
Et donc on voit bien que les expressions proposées pour X et Y conviennent. °

Proposition 3.4.12 (interprétation en terme de systémes) Lorsque l'on étudie le systéme linéaire
a deux inconnues x et y et deux équations

ar +by =
(5) {a’x+b’y =

21
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22 CHAPITRE 3. GEOMETRIE PLANE ELEMENTAIRE

On a
e (S) admet un unique couple solution si et seulement si s, 5, # 0 On dit alors que (S) est un
systeme de Cramer et l'unique couple solution est donné par
c b a
d v ! —c'b a ac —a'c
X = = et Y = =
a b abl —a’b a b ab —a'b
a v a v

b

o (S) admet une infinité ou aucun couple solution si et seulement si a/ , =0
a b

(S) admet une infinité de couples solutions lorsque les deux équations se déduisent l'une de l’autre par
la multiplication par une constante. l’ensemble des couples solutions (X,Y") est caractérisé par une seule
des deuz équations. Ce sont toutes les coordonnées des points d’une droite ou R? tout entier. &

Exercice: le prouver a l’aide de la proposition précédente en traitant a part le cas (a,b) = (0,0) ou
(a’,0") = (0,0)

3.5 Cercles du Plan

Définition 3.5.1 On appelle cercle de centre Q) € P et de rayon R avec R > 0 l’ensemble de points M
tel que
QM =R

On note C(Q2, R) un tel ensemble.
lorsque R =0 ce cercle est réduit & un point, son centre : C(2,0) = {Q} (on parle de cercle-point).
Deux points symétriques par rapport au centre Q) sont dit diamétralement opposés. '

Proposition 3.5.1 Par deux points distincts A et B passe un et un seul cercledont le diamétre est [AB],

on le note C(A, B) &
&

Proposition 3.5.2 Par trois points non alignés passe un et un seul cercle

Preuve Faire dessin intersection des médiatrices pour avoir le centre.

3.5.1 Quelques lignes de niveau

Théoréme 3.5.3 (Angle au centre) Le plan est supposé orienté.
Soit C un cercle de centre Q et A, B, M trois points de C. On a

e ——
— —

(QA, QB) = 2(MA, MB) [2n]
3

Preuve Notons r le rayon de C et considérons R le r.o.n.d. d’origine 2 et dont le premier vecteur de base
est 24, Dans ce repére on a: A(r)g, B(re)r et M(re)r

z—b e —¢f eP (e —1) eifei®” (ei? - e*iy) €'% sin %
z—1 e¥ —1 ei% (ei% — eii%) ei%(Qi sin g) sing
D’ou arg (j:'l’) = g =arg (%) [7]. Ce qui traduit bien le résultat escompté. .

Proposition 3.5.4 Soit R un r.o.n.d.
Soient A(a)r, B(b)r,C(c)r et D(d)r quatre points distincts et leurs affizes relativement a R.
les assertions suivantes sont alors équivalentes

22



3.5. CERCLES DU PLAN 23

(i) A, B,C,D sont cocycliques (i.e. sur un méme cercle) ou alignés

Preuve Les assertions (i) et (ii¢) sont équivalentes de fagon. claires.
Montrons que (i) = (i4).
En effet dans le cas ou les points sont alignés on a

o — —

(CA,CB)=0 [r] et (DA DB)=0][n

Dans le cas ou ils sont cocycliques on a d’aprés ce qui précéde (si on note € le centre du cercle considéré)

(67’4,0_3’);%(9_’,@) "] et (ﬂ,ﬁ);%(g_’,sﬁ) (7]

Montrons que (ii7) = (i).
e ler Cas A, B, C alignés

_— — —_ =
Alors (CA,CB) = 0 [n], dou (DA,DB) = 0 [n], ce qui signifie que DB et DA sont colinéaires, D’ou
A € (BD) et donc A, B, C, D sont alignés
e 2eme Cas A, B, C non alignés
Soit C le cercle passant par A, B,C. D ne peut étre aligné avec A et B (car le raisonnement précédent
donnerait alors que A, B, C sont alignés). Soit C’ le cercle passant par A, B, D.
Soit A passant par A tel que :

1. A non tangent a C
2. A non tangent a C’
3. A#(AB)
Ceci est possible car hormis ces trois droites 14, il en existe une infinité passant par A. On en déduit que
1. A coupe C en A et E deux points distincts
2. A coupe C’' en A et F deux points distincts
3. E£Bet F#B

Puisque d’une part A, B, F, C sont distincts et cocycliques et que, d’autre part, D, A, F, B sont distincts
et cocycliques, on déduit grace a (i) = (i) :

(EA,EB) = (CA,CB) = (DA, DB) = (FA, FB) [n]

Or par construction (FA) = (FA), dou (EB) || (FB), et donc (EB) = (FB).

On a alors (AE) N (EB) contiennent les points E et F. Or puisque A, E, B sont non alignés (AE) et
(EB) sont sécantes, d’ot E = F. Et donc :

C est I'unique cercle passant par A, B, E = C' est 'unique cercle passant par A, B, F. °

Corollaire 3.5.5 Le plan est supposé orienté.
Soient A, B deuz points distincts du plan et a €]0, 7.

L’ensemble des points M du plan vérifiant (1\721’, MB) =« [n] est un cercle passant A et B et privé des
points A et B &

Preuve Soit M, vérifiant la congruence ci dessus (montrer qu’il existe prendre par exemple point d’in-
tersection de la médiatrice de [AB] et de la droite Dissue de A et faisant un angle de 75%) avec (AB)).
Puisque « # 0 [#], on en déduit A, B, My non alignés on peut donc considérer C passant par ces trois
points.

Soit M un point du plan

—

—_— — — = — =
(MA,MB) =a [r] <= (MA,MB) = (MyA, MoB) [r] <= A, B, My, M cocycliques
le cas alignés étant écarté car A, B, My ne le sont pas. D’ou

—
—

(MA,MB) =« [1] & M €C — {A,B)}
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La réciproque est une conséquence directe de la proposition ci-dessus. Qui nous donne une mesure
—_—

—_— —
constante pour (M A, M B) (modulo 7) Cette constante étant non nulle (modulo 7) car on suppose les

points A, B, M cocycliques et non alignés.
Proposition 3.5.6 Soient A et B deuz points distincts du plan.

MeC(AB) = MA-MB=10

— —
Preuve on introduit le milieu I de [AB]. D’ou IB = —1A

— = —

—_— —— —_— = — — —_—s = —
MA-MB =0+ (MI+IA)-(MI+IB) =0 <= MI*+MI-IB+MI-TA+IB-TA =

3.5.2 Equations

Proposition 3.5.7 (Equation Cartésienne) Soit R un repére orthonormé.
Tout cercle admet pour équation cartésienne

224+ y% —2ax —2by+c=0

ot les constantes réelles sont telles que ¢ < a? + b?

— MI*-TA%2=0

Réciproquement toute équation de ce type caractérise un cercle. Plus précisément il s’agit du cercle de

centre Q(a,b) et de rayon R = +va?+b% —c

Preuve
2?2 4+9% —2ax —2by+c=(x —a)’+ (y — b)® — R?

avec R = +va? + b? — c¢. D’ou, dans un r.o.n.

&

M(z,y) € C(Q,R)) <= (x —a)® + (y —b)? = R* <= 2? +y* — 2ax — 2by + ¢ =0

Proposition 3.5.8 Soient A(xa,ya) et B(zp,yp) le cercle C(A, B) admet pour équation cartésienne

relativement au r.0.n. R
(x—xa)(x—2B)+(y—ya)ly—yp) =0

Preuve Dans un r.o.n.

M€C<:>]\74~]\W3>:0<:>(z—xA)(xf:zzB)Jr(y—yA)(y—yB):O

Proposition 3.5.9 (Equation Parameétrique) Soit R un repére orthonormé.

Le cercle de centre Q(a,b)r et de rayon R admet pour équation paramétrique relativement & R (r.o.n.)

{ r = a-+ Rcost

y = b+ Rsint (teR)

Preuve Le cas R = 0 est trivial et par ailleurs

2 2
- ) - )
(za)2+(yb)2R2<:>(x a) +<y> zlﬁﬂtGR,%:cost et 272 —sint

R R

24
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Remarque 3.5.1 Dans cette parametrisation on peut restreindre t a ne parcourir qu’un intervalle de
longueur 2 (| — 7, | ou [0, 27 par exemple) *

Corollaire 3.5.10 Dans un repére orthonormé R le cercle ci-dessus privé du point A(a — R,b) admet
pour équation paramétrique

- 1t
v G+R1 ttZ (tER)
y = b+ Ry s
&
Remarque: nous verrons I’équation polaire d’un cercle au Chapitre Coniques
3.5.3 Intersections, Droites et Cercles remarquables
Proposition 3.5.11 (Intersection droite Cercle)
Soient D une droite et C = C(Q, R) un cercle avec R > 0.
d(Q,D) >R < DNC estwvide
d(,D)=R <= DNC estréduit a un point
d(Q,D) < R <= DnNC est constitué de deux points distincts
Dans le deuxiéme cas l'unique point d’intersection est le point H projeté orthogonal de Q) sur D &

Preuve Si Q) € D, il est clair que DNC est composé de deux points diamétralement opposés (voir équations
cartésiennes). Sinon :
Soit H le projeté orthogonal de 2 sur D.

Notons d = QH = d(Q, D) et R = (9, @, ...) un r.o.n. (direct tant qu’a faire.).

Relativement & R, Det C admettent pour équations respectives
r=d et z? +y? = R?

D’ou
M(X,Y)eCND+= (X =d et Y?=R?>-d*

Définition 3.5.2 (Droite tangente)
Avec les notations ci-dessus, on dit que D est tangente a C en A lorsque DNC = {A}.
—

la tangente en A au cercle C = C(2, R) (autre qu’un cercle point) est la droite D= A + (RQA)* [ )
Proposition 3.5.12 Si dans un r.0.n.d. (direct est inutile) le cercle C admet pour équation

224+ 9% —2ax —2by+c=0
Alors sa tangente en A(xa,ya) admet pour équation

xxA+yysa —a(x +24) —b(y+ya) +c=0

Preuve Soit M(X,Y). On a
MeD<— (X —za)(xa—a)+ (Y —ya)(lya —b) =0

Ce qui équivaut a
Xaa+Yys—aX —bY +ava+bysa— (a4 +y3) =0
~——

2ax A+2bys—c
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Proposition 3.5.13 (Intersection de deux cercles)
Soient C; = C(Qq, R1) et Co = C(a, Ry) deux cercles non concentriques. Notons d = 15

|[Ri —Ry] < d < Ri+Ry < C(C1NCy estconstitué de deux points distincts
d=|Ri—Ry] ou d=Ri+ Ry <= C1NCy estréduit a un point
d<|Ri—Rs] ou d>Ri+Ry < CiNCy estvide

Dans le deuzieme cas l'unique point d’intersection est le point H projeté orthogonal de Q) sur D &
Preuve dans le r.o.n. (direct tant qu’a faire) R = (Qq, QldQ"’ ,-.-), C1 et Cy ont pour équations

2 +y* =R} et 2°+y*—2dx+d°> =R}
Donc
M(X,Y)eClﬂCQ<:><X2+Y2:Rf et —2dX+d2:R§—R§)<:>MecmD

ol Dest la droite d’équation

¥ _ R? — RZ + d?
B 2d
en particulier
|Rt — RS + d?|
\N,D)=—=>—
d( 1, ) 2d

D’ou la conclusion grace a

d(Ql,D)>R1 <~ d<|R1—R2| ou d> R+ Ry
d(Ql,D):Rl < d:|R1*R2| ou d=Ri+ Ry
d(Ql,D)<R1 <— IRl—R2|<d<R1—|—R2

En effet

Ao (1B =R+ o g2 (B = R3+d — 2dRy)(R} — RS +d” + 2dRy) _ P(d)Q(d)
' 2d ! 44> 44>

avec

P(X)=(Ri—X)’-R} = (Ri—Ro—X)(Ri+R2—X) et Q(X)= (Ri+X)’—R} = (Ri—Ro+X)(R1+Ro+X)

D’ou
P (Y diggRl PR oA MRl ‘fc[l(QRl Iy — Ryl — (R + B) —d
>0

Définition 3.5.3 Soient C; et Co deux cercles de rayons strictement positifs et d’intersection non vide.
Soit A € C; NCy. et notons A1 et As les tangentes respectives de C1 et Co en A.

On dit que Cy est tangent o Co en A, lorsque : Ap = Ao

On dit que Cy est orthogonal a Co en A, lorsque : A1 1 Ao [

Exercice: Montrer que cette définition est indépendante du point d’intersection A.

Proposition 3.5.14 Soient C; et Co comme ci-dessus, on note 2y et Qo leurs centres respectifs :
Cy est tangent a Co en A si et seulement si Q1 A est colinéaire a QA

—_— —
Cy est orthogonal a Co en A si et seulement si Q1 ALQA &
26



