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Chapitre 17

Développements Limités

17.1 Existence et Définition

Nous avons vu que toute fonction de classe C™ au voisinage d’un point peut étre approchée par une
fonction polynoéme. La réciproque étant fausse, le but de ce chapitre est d’étudier ces fonctions qui ne
sont pas forcément de classe C™ et qui sont approchables par des fonctions polynoémes

On rappelle que la notation f(z) = g(z) + o(h(z)) lorsque  — X signifie que ’on peut trouver e
définie au voisinage de A tel que pour tout x dans ce voisinage

(@)= g(@) + hia)e@) ot e(e) ——0

T—x0

Définition 17.1.1 Une fonction [ définie au voisinage V' (éventuellement épointé) de xo, admet un
développement limité d’ordre n en xg, lorsque :

f(x) = ag + ai1(x — x0) + as(x — 20)® + ... + an(z — 20)" + 0((:1: - xo)") lorsque x — xg

Ou (P" [f]) (X) :=ap+a1(X —z0) +aa(X —20)? +...+an(X —z0)" est un polynome de degré au plus
n, qu’on appelle partie principale du développement.

Lorsque f admet un tel développement, on note f € DL, (xo)
On peut également définir de facon analogue f € DL, (xg) et f € DL, (xg) A

Remarque 17.1.1 Quitte a étudier f(x + xg) en lieu et place de f, on voit que l'on peut toujours se
ramener & l’étude des développements limités en 0.

f€DL,(x9) < f(x + x0) € DL,(0)

Cependant le développement limité d’une fonction dépend bien évidemment du point ot on le calcule.

Remarque 17.1.2 Une fonction admet un DL, (xq) si et seulement si elle admet le méme DL, a
gauche et a droite en ce point *

Exercice: le prouver
Proposition 17.1.1 Pour tout f € DL,(xo), la partie principale P,[f] est unique &

Démonstration
Supposons que f € DL, (xzp) admette deux développements limités d’ordre n différents.
Soient P et @ les parties principales respectives, on a alors par soustraction :

(x) 0= R(z)+ (= z0)"((x)
avec R =P — Q € R, [X] et lim,, ( = 0.

Notons R(z) = ap + ar(x — xg) + oo + an(x — )"
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Par un simple passage & la limite x — xo dans (x), on trouve ap = 0. En divisant I'identité (x) par
T — xg et refaisant un passage a la limite on trouve «; = 0... en réitérant le processus autant de fois que
nécessaire on aboutit a :

R=0
... CQFD °

Remarque: Par la suite on notera P,[f]| la partie principale du développement de f a l'ordre n en
Zo (notation non standard). Le point zy n’apparaissant pas dans la notation, celui-ci sera précisé par le
contexte.

Remarque: Dans MAPLE faire
series(f(x),x = xo,n)

Attention le développement est d’ordre n — 1 car le reste est de la forme O(z™)
Proposition 17.1.2 (Troncature) On a pour tout k <n
DLy (x0) C DLg(x0)

Et pour tout f € DLy(x0)
Palf) = (P o<

Ou pour un polynome Q, (Q)qo<, désigne le polynome construit a partir de Q en ne gardant que les
monomes de degré inférieur ou égal a n.

i.e. lorsque Q(X) = ag + a1 (X —x9) + aa(X —20)? + ... + am (X — 20)™ avec m >n
(Q)ao<n(X) =g+ (X —x0) + aa(X — 20)% 4 ..+ (X — )"

Preuve Soit f € DL, (zo) :

f@)=av+ai(x—xzo) + ...+ an(x —20)" + (x —20)"e(x) (avec e(x) —— 0)

T—xTQ
Posons &(z) = ap1(z — 20) + ... + an(x — 20)" % + (z — 20)" *e(2) On a alors

f(z) =ag+a1(z —x0) + ...+ ar(z — 20)* + (x — zo)*e(z) (avec e(x) —— 0)

T—x(
[}
Exemple: Grace a la somme d’une suite géométrique de raison z €] — 1, 1]
1
Vo €] —1,1] —=1+z+...+2" +2"
1—2 1—2
Par le changement de variable z +— —x, on en déduit
Vo €] - 1,1] L et (1) — (<1
x €] —1,1], =l—z+...+(-1)"2" - (-1)"x
1+z 1+z
Dot les DL, (0)
1
17:1+x+...+x"+0(x”) lorsque z — 0
—x
L 1 +... 4+ (=D 2" 4 o(z™) 1 0
=l—z+...+(-1)"z" 4+ o(z orsque T —
1+z 4

Lemme 17.1.3 Soit f définie sur un voisinage (éventuellement épointé) de xg.
f € DLo(xz0) si et seulement si f est prolongeable par continuité en xg

Par ailleurs si f est définie en xq :
f € DL1(zg) si et seulement si f est dérivable en xg
Et dans ce cas on a

f@) = f(xo) + f'(xo) (2 — w0) + (2 — mo)e(x)

avec e(x) —— 0.
z—0

S’agissant de la continuité ou de la dérivabilité o droite (resp. a gauche), on a des résultats analogues
en remplagant DL, (o) par DL, (z¥) &
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Exercice: Le Prouver

Remarque 17.1.3 La régularité liée aur DL s’arréte la. En effet la fonction

f(:c)—{ 2?sin(1) si x#0

0 sinon

admet un DLy(0) et pourtant f n’est pas deux fois dérivable!!!! (pourquoi ?) *

17.2 Propriétés Fondamentales
Proposition 17.2.1 (Equivalents et DL(zg))
Soit f € DL, (xg), dont le développement limité s’écrit
f@) =ap(z —20)F + ... 4 an(z — 20)" + (z — x0)"e(z)
Si ar#0 Alors f~ag(x— a:o)k au voisinage de xg

Les résultats analogues étant vrais pour f € DL, (zl) et f € DL, (). &

Proposition 17.2.2 (Opérations Algébriques)
Soient f,g € DL, (x0) alors

Af+pg € DL, (xg) et f-g€ DL,(x0)

On a méme :
Pn[)‘f+ﬂg] = )‘Pn[f] +:U'Pn[g] et Pn[fg] = <Pn[f] ‘Pn[ngOSn

)

Démonstration Le résultat sur la somme est évident, montrons celui portant sur le produit :

f(x) = P,[fl(z) + (x — z0)"e1(x) (avec €(x) o 0)

g(x) = Pylg](x) + (x — xo)"e2(x) (avec ea(x) p— 0)
Dot le produit f(z)g(x) s’écrit

[Palf1(z) + (z — m0)"e1(2)] x [Pulg](z) + (z — x0)" €2()]
Soit

Pl f(@)Palgl(x) + (z — 20)"[e2(2) Pu [f](2) 4 €1(2) Pu[g](x) + (x — 20)" €1 (x)€2())]
On note n(z) 'expression entre crochets.
Par ailleurs, puisque P,[f]P,[g] est son propre DLs,(zg), on a grace au lemme de troncature :
Pulfl(@) Palgl(z) = (Pulf] - Pulglaocn + (2 — 20)"es(2)  (avec es(z) ———0)
D’ou
f($)g(x) = <Pn[f] : Pn[g]>d0§n + (.13 - xO)n€4('r)

avec €4(x) := e3(x) + n(r) —— 0 .

T—T0

Exemple: On ales DL, (0)

1 1
—— =1+4ax+...+ 2" to(z™) et =l—a+...— 2?1+ 22" to(z?)
l-z S>———— 1+
P(z) P(-x)
Don 1 1 1 1 1
— =5 == (P P(-z))=1+a*+...+2% m
.2 2(1—x+1+x> 2( (x) + P(—x)) +a*+ ...+t +o(x™)

Remarque: On montre ainsi que la partie principale du DL, (0) de la partie paire d’une fonction f
s’obtient en prenant la partie paire de la partie principale du DL, (0) de f (I’analogue étant vrai pour la
partie impaire)

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro
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Corollaire 17.2.3 (Composition)
Pour g polynémiale et f € DL,, avec f(0) =0, on a

gofe€DL,(0) et Pylgo f]=(P.lg] Opn[f]>d°§n

ici bien sur P,lg] = (9)ao<n )

Exemple: P,[z — f(—z)](X) = P,[f](—X)

Remarque: Ce corollaire est encore valable lorsque g est dans DL, (0)
Lemme 17.2.4 (Symétrie)

Soit f € DL,(0).

Si f est paire (resp. impaire) Alors

]

la partie principale P}n ne contient que des mondmes de degré pair (resp. impair) &

Preuve Par composition on voit que f(—z) € DL,(0) et que P, [f(—2)](X) = P,[f](—X).
suivant que f est paire ou impaire on a f(—x) = £ f(z) d’ou par linéarité du développement limité :

Polfl(=X) = Pulf(=2)](X) = Pp[f(2)](X) = £P[f](X)
D’ou P,[f] a la méme parité que f. °
Remarque 17.2.1

Si f € DLy, +1(0) et f paire Alors Payi1[f] = Ponlf]
Si f € DL2,(0) et f impaire Alors Pa,[f] = Pan—1[f] *

Exercice: le prouver

Proposition 17.2.5 (Primitivation)

Soit f € DL, (xg) admettant une primitive F' au voisinage de xo (i.e F' = f sur ce voisinage) Alors
F € DL, +1(x0) et Poy1[F] est égale & la primitive de P, [f] valant F(xzo) en xo.
Plus précisément :  Si P,[f](x) = ap + a1(z — zo) + ... + an(x — x0)"

_ 2 . n+1
Alors  Poi[F(x) = F(zo) + ao(e — z0) + alw TR an%

&

Démonstration Soit () la primitive de P,[f] valant F(z() en z¢. Et posons (dans un voisinage épointé
de z9)
0(x) = F(z) — Q(x)

0 vérifiant les hypothéses du TAF sur le segment d’extrémités zg et , on a :
(%) 0(x) = 0(w0) = (x — 20)0'(\s)
avec A, un réel compris entre xq et x, plus particuliérement
(o) Az — 20| < |z — 20|
En particulier par le théoréme des gendarmes (A, vue comme une fonction de x)

(o0) Ay — g
T—xT(

Ainsi (*) se réécrit pour tout dans = dans le voisinage considéré :

() 0(z) = (x — 20)[f(Aa) = Pulf](A2)] = (2 — 20) Az — 20)"€(Aa)  (avec e(z) ——0)

T—T0

Posons au voisinage épointé de zg, (x — x¢)"1n(z) := 6(z). (**) nous donne

o) = (2=2) e

T — X
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Or par composition des limites (voir (ee))

e(Az) —— 0
r—xo

D’ou, comme |n(z)| < |e(Az)], le théoréme des gendarmes nous donne :

(@) ——0
Tr—xo

Conclusion
F(z) = Q(x) + (& — z0)" n(x) (avec n(z) —— 0)

T—x0

Corollaire 17.2.6 (Dérivation) Soit f une fonction dérivable au voisinage de xg.
Si f S DLn(l‘O) ET f/ S DL.,L_l(J)o) Alors

Pl = (Pulf])

Exercice: le prouver

Remarque 17.2.2 Ce dernier résultat ne permet pas d’affirmer si une dérivée admet un DL, en effet
cela fait partie des hypotheéses. *

17.3 Les Classiques

17.3.1 Par Taylor Young

Proposition 17.3.1 (Taylor-Young)
Soit I un intervalle ouvert contenant xg, alors

C"(I) C DLy (x0)

En particulier

) (g
f(z) = Z f7(0>($ —20)* +o((z — 20)") lorsque x — xq

Démonstration Supposons n > 1 (le cas n = 0 simple, déja vu).
D’aprés Taylor-Lagrange avec reste intégral, on a le développement de Taylor & l'ordre n — 1

k) (g z—xz9)" [!
o) = 3 T G2 [0 0710 = i

Posons

(z—m0)™

n 7R (&
n:T— n!f(m)fzkzo L0 (z—a0)* Si z#uxg
0 Si x=ux

n (k) X
On a pour tout = € I, f(z) =>,_, ! k(, o) (x — 20)* + (z — 20)"n(z).
Puisque n(z), il suffit de montrer que

lim n(z) =0
a:#:cg

Soit € > 0 Par continuité de de f(™) en z, on peut trouver o > 0 tel que

Vuel, |u—mo|<a=|f™(u)— f"(x0)| <e

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro
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On en déduit pour tout = € I tel que 0 < |z — xo] <

tel0,l] = \f(")(xo) — f(")(xo +i(x—xzo)| <e

1 1 1
) =n [ (=" F0 o+t —o))dt— ) ao) = n [ (10 e t(o—a)d—n [ (1) O o)
0 0 0
D’ou
1 1
In(@)| = |n / (1= (£ o + t(z — w0)) — £ (xo))dt‘ <n / (=0 |1 (o + ta = w0)) = £ (zo) |t
0 0
<e
On a donc montré que
Ve>0,3a>0,Vezel, 0<|z—xo <a=|n(z)|<e
CQFD .

Remarque: avec les notations ci-dessus on a P, [f] = T,[f].
Remarque: L’inclusion C™(I) C DL, (z) est stricte, et la méthode de calcul par dérivées successives
proposée par cette formule n’est pas la plus commode

Nous en déduisons que pour tout n € N, exp, sin, cos € DL,,(0)

2 n

T n
exp(x):l—i—a:—l—a—k...m—l—o(x )
$2 $4 N xQn on
cos(x)zl—i—&—ﬁ—&—...—i—(—l) (2n)!—|—o(a: )
) x3 $5 N x2n+1 "
Sln(l‘):x7§+a++(fl)m+0(m2 +1)

Car grace au théoréme de Taylor-Young, et par des récurrences immédiates on a pour tout = € R et
tout k e N

(exp)®) (z) = exp(x) (sin) ¥ () = sin(x + kg) et (cos)®)(z) = cos(z + k‘g)
Question: Que peut-on dire du DLa,1(0) de cos et du DLgy,2(0) de sin?

Soit a € R quelconque. De méme on montre par récurrence pour tout z €] — 1,1[ et k € N* :

d*(1 4+ z)*

ik —a-(a—1)(a—k+1)(1+z)>*

D’ou en posant

(Z)_a-(a—l)-l-;!(a—k—kl)

On trouve le DL, (0)

(Da) (1+2)" = kz:: ( o ) 4 to(a™)

0
Exemple: On ale DL,(0)

1 x +1-3~-~(2n—1)
1—2x 2 2nn)

" + o(z™)
Remarque: il s’agit la d’'une généralisation de la formule du binéme de Newton puisque

Si keN et 0<k<n, Alors Cﬁ:(g)
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17.3.2 Par Composition

par composition avec x — x? dans (D_1), on trouve

1
T3 1—22+ . 4+ (=1)"2®" + o(z®")

De méme par 1 par composition avec z — 22 dans (D,l/z), on trouve

1 2 1-3---(2n—-1

V1—x2 2 21

Exercice: Donner les DL, (0) de \/1}”2 et de 1

4 0(1‘277')

17.3.3 Par Primitivation

D’ou par primitivation de (D_y)
2

In(1+2) =2 — % o (D) (s
n

Et par primitivation, des deux DL précédents :

23 p2ntl omit
t =r——+...+(-1)" "
arctan(z) = x 3 +...4+ (-1 1 +x e(x)
3 1-3---(2n —1) o2nt!

+ x2"+1e(ac)

. x
arcsin(x) = = + 5 +... 4 S 1

Question: Qu’en est-il pour arccos?

Exercice: Donner les DL, (0) des fonctions argsh et argth

17.3.4 Passage a ’inverse

Soit f € DL, (xo) tel que f # 0 au voisinage de z, voici une méthode qui nous permettra de trouver
le DL, (xo) de 1/f.
Tout d’abord quitte & considérer z — f(x + x¢), on peut supposer zo = 0.
Puisque f(0) # 0, posons alors

_ 1)
1= )
On a ]
g€ DL,(0) g(0)=0 et P,lg] = mPn[f] -1

1 1 1

f@) ~ f(0) 1+g(a)

D’out par composition et par linéarité

1
1(0)
avec R(X)=1-X+X>+... +(-1)"X"

Pul1/f] = (Ro Palgl)ao<n

Preuve On traite le cas n > 1 Puisque pour tout y €] — 1, 1]

1 Y
— —R(y) = (=) ——
T+ () (y)Hy

Par continuité de g en 0, on a pour pour un certain voisinage I de 0,

Veel, g(x)e€l—1,1]

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro
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Et donc pour tout z € I

Or R est polynomiale donc
R(g(x)) = (Ro Pulg))ao<n + o(z")

Par ailleurs puisque g est continue en 0 on a par troncature le DL;(0), g = ¢’(0)x +o(z) et donc g = O(x)
D’ou g(z)™ = O(z™), et donc par transitivité mixte

(o))" T2 = ofa”)

On conclut par stabilité additive de o .

Exemple: Cherchons un DL5(0) de 1/cos. D’ou g : © — cosz — 1 vérifie g(0) = 0 et admet un DL, (0)

x? ozt 1 1
9() = cos(w) 2 + 24 +ola”) ¢ cosz 1+ g(x)
D’ou
1 z? ozt x?  x*\2 2 zt\3 2 z*\4 x?  xt\5
S e o Gl s -d G - s
Ccos T 2+24+ 2+24 2+24 + 2+24 2+24
Py 0 0 0
1 d°<5
1 x2Szt
=14+ 4= 5
cosT + 2 + 24 +o(a?)

Exercice: Donner le DL5(0) de 1/ sin(z)

17.3.5 Coefficients indéterminés : Le Cas de La Tangente

Plutot que d’écrire les DL, (0) du cosinus et du sinus pour trouver le DL, (0), ou pire encore plutot
que d’utiliser la formule de Taylor-Young, nous allons exhiber ici une méthode de calcul trés élégante qui
se généralise & tout ordre.

Comme la fonction tan € C*°(] — 7, Z[), le Théoréme de Taylor-Young, nous dit que :

Vn e N, tan € DL, (0)

Posons alors, par exemple & I'ordre 5 :
tan(z) = ag + a1x + axx® + azx® + agx* + asz® + o(x°)
Or tan étant impaire on a ag = as = a4 = 0, soit
(%) tan(z) = a1z + a3z + asz® + o(z”)
Par ailleurs par le théoréme de composition et troncature on sait que 14 tan?(z) € DL4(0) et

1+ tan?(z) = (1 + (a17 + a3x®)?) go<y + o(z*)

Soit
(%%) 1+ tan®(z) = 1 + a22® 4 2a1a32? + o(x?)
D’ot par primitivation
2 a’ 5
(5 * *) tan(z) zac—l—al? +2a1a3€ + o(z?)
10
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Par unicité du DL, il suffit alors d’identifier les coefficients des parties principales de (*) et de (x * x)

ay = 1
2
a
asz = ?1
_ 2ajasz
as = 5

D’ou par résolution du systéme, on trouve

3

2
tan(z) = x + % + Bx‘r’ + o(z®)

Question: Quel est le DLg(0) de tan?
Exercice: Calculer le DL7(0) de tan

17.4 Deéveloppements Asymptotiques

Lorsque 'on veut connaitre le comportement d’une fonction au voisinage de 'infini, un moyen d’y
parvenir est donné par ce qu’on appelle le développement asymptotique

Définition 17.4.1 Une fonction f définie au voisinage de +o0o admet un développement asymptotique
d’ordre n en 400, lorsque :

a Qnp 1
f@)=ao+—+...+ S to(—) (lorsque © — +o0

On appelle partie principale et reste d’ordre n les premiers et le dernier terme de cette somme. Et on
note f € DLy (+00)

On définit de méme le développement asymptotique en —oo. Et on note f € DL, (—0o0) [ )

Remarque 17.4.1 On a ’équivalence suivante :

1
f € DL,(+00) < f(;) € DL, (0™)
Plus particulierement :

f(g) =agtarx+...+a,2" +2"(x) (avec e(x) — 0)

si et seulement si

f(x):ao+%+...+a—n+M (avec n(x) —— 0)

" " T— 00
L’analogue en —oo étant vrai. *
Ainsi toutes les propriétés sur les développements asymptotiques de f (et dans la pratique tous les
calculs) se déduisent des développements limités de f(1) en 0T (resp. 07).

Exemple: Puisquon a le DL,(0%), In(1+z)=1- ”3—22 +...4 (—1)""’1% + o(z™), on en déduit le
DL, (+0)

1 1 1 (—1)n+1 1
ln(l-i-rﬂ)—ln(x) :ln(].-i-g) = E— ﬁ++7+0(.’1¢7)

Proposition 17.4.1 (Equivalents et DL(0))
Soit f € DL, (+00), dont le développement asymptotique s’écrit

_ag an 1
f(z) = o +"'+x" —|—o(zn)

Si a,#0 Alors f(z)~ a—i au voisinage de + 00
x

Le résultat analogue étant vrai pour f € DL, (—00). &

11

Lycée Pierre de Fermat - Martin Del Hierro
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Remarque: lorsque on mélange puissances positives et négatives de x, on parle de développement limité
généralisé

Exemple: En 400 on a

tan(—2) = ot L4 o0
I arctan = —X - —_— o(—
z—1 4 2 4z x
En effet par Taylor, puisque
d 1 d? 2z 4 2 1
— (arctan(1 0)=[———Jo—o = = t  —— (arctan(l DN=[-——""2 . _=—=
G retan(L 4 m)(0) = [[ropake=o =5 o g(aretan(l +a)(1) = - e yalemo =
On a
2
T T T 2
arctan(l +z) = — + — — — + o(z”) lorsque z — 0
4 2 4
Or
1
—— —1=gz+a’+o(z?) lorsque x—0

1—=x

D’ou le DL5(0)

1/ (x+2°) (z+3°)°

1
arctan(l/Til) = arctan(1l + T 1) = <£ + 5 _ : >d0g2 + o(z?)
N——
=0 en 0
Donc

1/z T oz 2

arcte =424

arcan(l/z_l) 4+2+ " + o(z”)

D’ou le DL3(+00)

)77r+ 1
z—1" 4 2z

+ — +o(1/2%)

arctan( 2
T

Remarque: Dans MAPLE faire
series(f(x),z = infinity,n)

Attention le développement est d’ordre n — 1 car le reste est de la forme O(z™)

17.5 Application des DL & I’étude des courbes et graphes

17.5.1 Cas des graphes

Comme on l'a vu au Lemme 17.1.3 |, lorsque f est dérivable en un point zg, f € DLq(xg). Plus
généralement

Proposition 17.5.1 (Etude de la tangente)
Soit f € DL, (xg) avec n > 2, tel que

f(x) =ap+ ai(x — xo) + c(z — z0)" + o((x —20)") (lorsque = — xg
Alors le graphe T" de f admet pour tangente en xqg :
(A) y = ag + a1(x — o)

Si ¢ # 0 Alors la position de T par rapport & A est donnée par le signe de c(x — xo)" '

Exercice: le prouver
Exemple: la fonction z +— 2+ 7+ 2% + 2% sin(2) traverse sa tangente en 0 qui a pour équation y = x4 7

x

12
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2]

(&)]

o
[4)]
o
o
4]

De méme lorsque f admet une asymptote oblique d’équation y = ax 4+ b en 400, alors par définition
f@) —ax — b € DLy(+0), en poussant le développement asymptotique & un ordre supérieur on voit
que :

Proposition 17.5.2 (Etude des Asymptotes)
Soient n € N* et f vérifiant

f@x)=az+b+ xin + O(xi”) (lorsque x — +00)
Alors le graphe T" de f admet pour asymptote oblique en +oo :
(B) y=axr+b
Si ¢ # 0 Alors la position de I' par rapport a = est donnée par le signe de -5

Le résultat analogue est vrai en —oo &

Exercice: le prouver

24+e P sinz
T

Exemple: la fonction x — 2x + 3 + est au dessus de son asymptote oblique en +oo. Cette

asymptote a pour équation y = 2z + 3.

Exemple: la fonction x +— xarctan(-*5) est au dessus de son asymptote oblique y = Fz + % en +00
puisque
tan( )= (Gt 1) ! l +
x arctan —(—z+ =)~ — lorsquer — 400
r—1 4 2 4x ¢

13
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17.5.2 Cas des courbes

Soit f : I — R? une courbe paramétrée de classe C* avec pour tout t € I, f(t) = (z(t),y(t)). Soit

i

M (t) un point du support I' de (I, f), tel que pour un certain n € [1,k] on ait f(™ (ty) # 0

Proposition 17.5.3 (Tangente)
—_
I' admet une tangente en My = M (to) dirigée par fP)(to) o p est le plus petit entier n dans [1, k] pour

it -
le quel f(ty) # 0 (premiére dérivée successive non nulle) &

Preuve Par Taylor-Young a l'ordre p, on a

20 (¢ ®) (¢
o) = alto) + Ot 4 - torew) eyl = w0)+ L 1)+ (-t
avec e(t) —— 0 et n(t) —— 0. Et donc
t—to t—to
—_— t—to)? 3
M0 = C B )+ - 0P B0 avee FO) T
. —tlo
D’ou pour tout t # tg au voisinage de tg
p! — L.
i(t) == mM(to)M(t) # 0 et dirige la corde (MoM)
—to
—
Or 6(t) —— fP)(ty), on conclut par définition de la tangente .

t—to

Exemple: Au voisinage du paramétre 1
ft) = (t* =2t,2t +1/t%)  f'(t) = (2t — 2,2 —2/t%) et f'(t) = (2,6/t*)

Dou f(1) = (=1,3) f'(1) =(0,0) et [f"(1)=(2,6).
Et donc I admet une tangente au point singulier M (1) = (—1,3) dirigée par le vecteur (1, 3)

TN
EN o
(9]

N

w
o

W

o T T T T T T T T T T T T T T T

Discussion de l’allure de T" au voisinage de M (t()
Soit p telle que ci-dessus et ¢ le plus petit entier n dans [[p + 1, k] tel que
— —
(f P (to), f™(to)) forme une base

Si g est bien défini on a alors au voisinage de tg X (t) ~ (t;# et  Y(t)~ (t*q%)q

— —
Ou (X (t),Y(t)) sont les coordonnées de f(t) dans le repére (Mo, f®) (o), f(D(ty)).

14
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Preuve En appliquant la formule de Taylor-Young & x et y & l'ordre ¢, on obtient

K]
z(t) = x(to) + Z z kEto) (t —to)F + (t —t9)%e(t) avec (1) P 0
k=p :
LEC)
y(t) = ylto) + Z Y k('to) (t —to)F + (t —to)In(t) avec n(t) — 0
k=p :
D’ou on en déduit (avec My = M (o))
_ — a1 _ k— _ N
MM = Feo) 78 = Y W) 30 Il 5 ) C 10 @) 40—ty )
P kel — q —
SYRIS EEral

—_— —
D’oil en posant pour tout u € 3, =[] fP (to) + [W]af ™ (to), on a

p g1 _ — EIRY’)
x) = 20 S E R R g 4 )@ = C o — o)

| | |
p! Mot k! p!
t—tp)9 t—1tp)?
v = s om0l = ol
[}
D’ott quatre allures possibles
p impair et ¢ pair p impair et ¢ impair

) Point d’inflexion
Point a allure normale

p pair et ¢ impair p pair et ¢ pair

Point de rebroussement de lére espece Point de rebroussement de 2éme espéce

15
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Remarque: Lorsque (I, f) est une courbe réguliére, les points d’inflexion seront & chercher parmi les

paramétres t vérifiant
2 ()y"(t) — ")y’ (t) =0

Exemple: Etudions au voisinage de t = —2 la courbe paramétrée I'
z(t) = (t+1)et
y(t) =t
On a
() = (t+2)e () = (t+ 3)et ot 2B () = (t+4)et
y(t) = (t>+2t)e y'(t) = (2 +4t+2)et y3 () = (2 +6t+6)e

Puisque f/(—2) =0, M(—2) = (—e~2,4e~2) est un point stationnaire.
Comme f”(—2) = (e72?,—2¢72) I admet une tangent en M (—2) dirigée par (1, —2).
Enfin puisque

det(f", f@)(=2) = (a"y"® —y"2®))(=2) = [(#* + 6t + 10)e* ;=5 = 2¢7* £ 0

(f", f1B) forme une base, M (—2) est donc un point de rebroussement de de lére espéce (p = 2,q = 3)

o
al
)

o
»
53

o
~
i

o
~

o T T T T T T UL UL T T T 17T T 1 11 n

Point de rebroussement de 1ére espéce
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