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1 Cas d’une fonction Continue

Nous nous proposons de regarder le cas de suites récurrentes particuliéres c’est a dire celles
caractérisées par :
Vn € N, Unt1 = flup)

et ug = m ot m est un réel fixé, et f: I — I est une fonction définie sur un intervalle I.
Remarque 1.1 c’est bien parce que f(I) C I, que u est bien définie *

Définition 1.1 (Fonction Continue)
Soit f : I — F, une fonction définie sur un intervalle ouvert I, o valeurs dans un ensemble F'.
Sil €1, on dira que f est continue en 1, lorsque (voir Chapitre sur les fonctions) :

(%) Quelle que soit la suite u & valeurs dans I et convergeant vers l, on a limy, o0 f(un) = f(1)

En particulier, on dira que f est continue sur I (intervalle quelconque), lorsque (%) est vérifié
quel que soitl € 1 ' Y

Exemple: les fonctions polynoémes, trigonométriques, exponentiel, logarithme et racine carrée
sont continues sur R. De méme la somme, le produit et I'inverse de toute fonction continue jamais
nulle, est continue sur R

Dans notre étude nous supposons la fonction f continue sur I.
Ainsi, lorsque 'intervalle I est fermé, les seules limites finies possibles (si elles existent) pour la
suite u, seront les [ € I telles que

i) =1

2 Cas d’une fonction Monotone

2.1 Cas d’une fonction f croissante
Nous supposons ici I bornée

Lemme 2.1 Si la fonction f est croissante la suite u est monotone, le sens de monotonie étant
donné par le signe de f(ug) — ug &

On en déduit alors que u est monotone bornée et donc convergente

2.2 Cas d’une fonction f décroissante

Cette fois-ci nous ne pouvons rien dire de la monotonie de u. En revanche la fonction g = fo f
étant croissante, nous pouvons grace au paragraphe précédent en déduire la monotonie de la suite

vo=uyg et VYneN v, =g(vy,)
et de méme pour la suite

wo=u; et Yn €N wy41 = glwy,)
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En fait, on peut montrer que ces deux suites ont des sens de variations contraires.
S’agissant de suites monotones bornées elles convergent vers deux limites finies I1 et s

Or vu que v = (u2p)nen et que w = (U2p+1)neN, ON Voit que u converge uniquement dans le
cas oll ] = Iy et dans ce cas limu = [y

f croissante . f décroissante
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2.3 Meéthodologie

Sans prétendre étre exhaustif voici quelques méthodes pour parvenir a I’étude de suites ré-
currentes :
Comme on I’a vu précédemment, on se raméne & I’étude de suites du type :

Vn € N, Un4+1 = f(un)

Ou f: I — I est croissante continue sur le segment 1.

Pour montrer la monotonie de la suite u, trois méthodes s’offrent & nous

2.3.1 Utiliser la croissance de f
En effet, si par exemple ug < uy (par un calcul immeédiat), il suffit de prouver par récurrence :
VneN, up < tnptt

car en effet
Uy < Un+1 = f(un) < f(un—i—l) = Un+1 < Un+2

Exercice: Montrer que la suite u,11 = u% avec ug = 1/2 est décroissante.

2.3.2 Utiliser les propriétés algébriques de u

Il s’agit d’exprimer la quantité u,+1 — u, en fonction de w,, — u,—1 et ainsi, exhiber le fait
que ces deux expressions sont de méme signe. On conclut alors par une simple récurrence que
Up41 — Uy est du signe de uy — ug

Exercice: Montrer la suite u,4+1 = v/u, + 1 avec ug = 1/2 est croissante.
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2.3.3 Position de f par rapport a la bissectrice

Cette derniére méthode est plus difficile & appliquer que les deux autres, car il s’agit d’utiliser
des propriétés fines de la fonction f.
Ainsi si 'on peut déterminer un sous-intervalle J C I, contenant ug et tel que par exemple :

Veeld, f(x)>x

Il s’agira alors dans un deuxiéme temps de verifier si la suite u est & valeurs dans J (soit par
récurrence, soit en montrant que f(J) C J).
On aura alors :

VneN, u, € J etdonc upt1 = f(un) > uy

On a le résultat inverse lorsque Vo € J,  f(z) <=z

Exercice: Montrer la suite up+1 = \/uy, avec ug = 1/2 est croissante, (prendre J = [0, 1])

3 Cas d’une fonction contractante

Définition 3.1 Soient f: I — I et k € [0,1]. On dit que f est k-contractante lorsque
V(z,y) € 17, |f(z) = f(y)] < klz —y]

)

Exemple: D’aprés 'inégalité des accroissements finis toute fonction f dérivable sur I, dont la
dérivée f' vérifie

el |f(t) <k
avec k € [0, 1], est une fonction k-contractante.

Proposition 3.1 Suppons f k-contractante, admettant ¢ pour point fize, alors

Vn € N, [, — € < K™ ug — ¢

Remarque: En particulier limu = /¢

Exercice: Etudier la suite définie par up € R et VYn €N, wu,11 = 7= cos(uy)
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