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P�r�i�m�i�t�i�v�e�� U�s�u�e�l�l�e��
1 Fonctions usuelles

la première colonne contient l’expression de la fonction f au point x, la troisième contient
l’intervalle I d’étude et la deuxième l’expression des primitives sur cet intervalle.
C est une constante ne dépendant que du choix de f et de l’intervalle I

f (x) F (x) I

exp(αx) 1
α exp(αx) + C R (α ∈ R∗)

ln |x| x ln |x| − x + C R∗+ ou R∗−
xα 1

α+1x
α+1 + C R∗+ (α ∈ R\{−1})

xn 1
n+1x

n+1 + C R (n ∈ N)
xn 1

n+1x
n+1 + C ]−∞, 0[ ou ]0, +∞[ (n ∈ Z)

1/x ln |x| + C ]−∞, 0[ ou ]0, +∞[

sin(x) − cos(x) + C R
cos(x) sin(x) + C R
tan(x) − ln | cos(x)| + C

]
kπ − π

2 , kπ + π
2

[
(k ∈ Z)

cotan (x) ln | sin(x)| + C ]kπ, (k + 1)π[ (k ∈ Z)
sh (x) ch (x) + C R
ch (x) sh (x) + C R
th (x) ln |ch (x)| + C R

1/ cos2(x) tan(x) + C
]
kπ − π

2 , kπ + π
2

[
(k ∈ Z)

1/ch 2(x) th (x) + C R
1/(1 + x2) arctan(x) + C R
1/
√

1− x2 arcsin(x) + C ]− 1, 1[

1/(1− x2) Argth (x) + C ]− 1, 1[

1/
√

1 + x2 Argsh (x) + C R
1/
√

x2 − 1 Argch (x) + C ]1, +∞[
Exercice: Calculer des primitives, dans des intervalles convenables, de :
x 7→ 1/ sin2 x, x 7→ cotan 2x, x 7→ tan2 x et x 7→ th 2x

Exercice: Montrer que pour f : x 7→ 1
1−x2 une primitive F sur ]−∞,−1[ ou ]−1, 1[ ou ]1, +∞[

s’écrit
F : x 7→ 1

2
ln

∣∣∣∣
1 + x

1− x

∣∣∣∣ + C (C ∈ R)
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2 Dilatations - Translations et Réductions

? C�h�a�n�g�e�m�e�n�t �d�e �v�a�r�i�a�b�l�e

Si f admet une primitive F sur I et ϕ ∈ C1(I) Alors (f ◦ϕ)·ϕ′ admet F ◦ϕ pour primitive

Exemple: Si u est de classe C1 Alors :
• t 7→ ln |u(t)| est une primitive de t 7→ u′(t)

u(t)

• t 7→ − 1
n−1

1
un−1(t)

est une primitive de t 7→ u′(t)
un(t) (n ∈ N \ {0, 1})

? T�r�a�n�s�l�a�t�i�o�n�-D�i�l�a�t�a�t�i�o�n�
Si f est continue sur I et α ∈ R∗ et β ∈ R Alors

∀(a, u) ∈ I2,

∫ u

a
f(αt + β)dt =

1
α

∫ (u−β)/α

(a−β)/α
f(x)dx

? R�é�d�u�c�t�i�o�n�
Si fn et gn sont de classe C1 Alors :
le calcul d’une primitive Ψn de f ′ngn se ramène à celui d’une primitive de fng′n.
En particulier lorsque fn, gn sont de types polynômiales ou trigonométriques ou hyperbo-
liques... Alors Ψn peut vérifier une relation de récurrence linéaire.

Exemple: Fixons x ∈ R, et posons Soit pour n ∈ N, In(x) =
∫ x
0

dt
(1+t2)n

∀n ∈ N, In(x) =
[ t

(1 + t2)n

]x

0
−

∫ x

0
t
d

dt

(
1

(1 + t2)n

)
dt =

x

(1 + x2)n
+ 2n

∫ x

0

t2 + 1− 1
(1 + t2)n+1

dt

D’où ∀n ∈ N, 2nIn+1(x) = x
(1+x2)n + (2n− 1)In(x)

Et donc de proche en proche

I0(x) = x, I1(x) = arctan(x), I2(x) =
1
2
· x

1 + x2
+

1
2
· arctan(x), I3(x) = . . .

3 Cas des fonctions trigonométriques et hyperboliques

3.1 Fonction exponentielle
Calcul des primitives de t 7→ P (t) exp(αt) (avec α ∈ C∗ et P polynômiale)

? IPP �s�u�c�c�e�s�s�i�v�e��
En dérivant successivement la partie polynômiale et intégrant successivement la partie
exponentielle, on se ramène au calcul d’une primitive d’une exponentielle.
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Exemple:

F (u) :=
∫ u

1
t2e(5+2i)tdt =

∫ u

1
t2

d

dt

(
e(5+2i)t

5 + 2i

)
dt =

[
t2

e(5+2i)t

5 + 2i

]u

1
−

∫ u

1
2t

e(5+2i)t

5 + 2i
dt

Or ∫ u

1
te(5+2i)tdt =

∫ u

1
t
d

dt

(
e(5+2i)t

5 + 2i

)
dt =

[
t
e(5+2i)t

5 + 2i

]u

1
−

∫ u

1

e(5+2i)t

5 + 2i
dt

Donc
F (u) =

1
5 + 2i

[
t2e(5+2i)t

]u

1
− 2

(5 + 2i)2
[
te(5+2i)t

]u

1
+

2
(5 + 2i)3

[
e(5+2i)t

]u

1

? C�oe�f�f�i�c�i�e�n�t�� �i�n�d�é�t�e�r�m�i�n�é��

On cherche une primitive sous la forme : t 7→ Q(t) exp(αt) avec deg Q = deg P .
Le calcul se ramène à la détermination des coefficients de Q grâce à

d

dt
(Q(t) exp(αt)) = P (t) exp(αt)

Exemple: soit F : t 7→ (at2 + bt + c)e(1+2i)t une primitive de f : t 7→ t2e(1+2i)t, on par
identification entre f et F ′

∀t ∈ R, [(1 + 2i)(at2 + bt + c) + (2at + b)]e(1+2i)t = t2e(1+2i)t

Et donc par identification des coefficients dans l’égalité polynomiale

∀t ∈ R, (1 + 2i)at2 + ((1 + 2i)b + 2a)t + (1 + 2i)c + b = t2

On trouve

F : t 7→ 25(−1 + 2i)t2 − 10(3 + 4i)t + 2(11− 2i)
125

ei(1+2i)t

Remarque 3.1
Par le biais des parties réelles et imaginaires, on en déduit le calcul des primitives des fonctions

• t 7→ P (t) exp(βt) cos(αt) (avec α, β dans R et P polynômiale réelle)
• t 7→ P (t) exp(βt) sin(αt) (avec α, β dans R et P polynômiale réelle)

∗

Exemple: Pour tout x ∈ R
∫ x

0
t2et cos 2t = Re

(∫ x

0
t2ei(1+2i)t

)
=

exp(x)
125

(
(25x2 + 30x− 22) cos(2x) + (50x2 − 40x− 4) sin(2x) + 22

)

3.2 Polynomes trigonométriques

Calcul des primitives de t 7→ cosn t sinp t (avec n, p dans N)

? L�i�n�é�a�r�i�s�e�r�
Exemple: ∫ u

0
cos2 t dt =

∫ u

0

1 + cos 2t
2

dt =
[ t

2
+

sin 2t

4

]u

0
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? C�h�a�n�g�e�m�e�n�t �d�e �v�a�r�i�a�b�l�e

• lorsque n impair faire le changement de variable x = sin(t)
• lorsque p impair faire le changement de variable x = cos(t)

Exemple: Posons x = cos t et dx = − sin tdt

∫ u

0
cos4 t sin3 t dt = −

∫ u

0
cos4 t(1− cos2 t)︸ ︷︷ ︸

x4(1−x2)

× (− sin t)dt︸ ︷︷ ︸
dx

= −
∫ cos u

1
x4(1−x2)dx = −

[x5

5
−x7

7

]cos u

1

Remarque: les règles analogues existent pour les fonctions hyperboliques

3.3 Fractions rationnelles trigonométriques
Calcul des primitives de f : t 7→ R(cos t, sin t) (R une fraction rationnelle de deux variables)

? R�é�g�l�e�� �d�e B�i�o�c�h�e

Si "l’élément différentiel" f(t)dt est invariant par :
• t 7→ −t, on fait le changement de variable x = cos t
• t 7→ π − t , on fait le changement de variable x = sin t
• t 7→ π + t , on fait le changement de variable x = tan t

Exemple: Posons x = cos t et dx = − sin t dt dans
∫ u

0

1 + cos t

1 + sin4 t
sin t dt car

1 + cos(−t)
1 + sin4(−t)

sin(−t) d(−t) =
1 + cos t

1 + sin4 t
sin t dt

on trouve
∫ u

0

1 + cos t

1 + sin4 t
sin t dt = −

∫ u

0

1 + cos t

1 + (1− cos2 t)2︸ ︷︷ ︸
1+x

1+(1−x2)2

(− sin t)dt︸ ︷︷ ︸
dx

= −
∫ cos u

1

1 + x

1 + (1− x2)2
dx

Remarque 3.2 Les règle de Bioche dans le cas hyperbolique t 7→ R(ch t, sh t) s’appliquent en
regardant les invariances l’élément différentiel R(cos t, sin t)dt.
On en déduit le changement de variable à appliquer : x = ch t, x = sh t ou x = th t ∗

Exemple: Posons x = sh t et dx = ch t dt dans
∫ u

0

1 + sh tch 4t

ch t
dt car

1 + sin(π − t) cos4(π − t)
cos(π − t)

d(π − t) =
1 + sin t cos4 t

cos t
dt

on trouve
∫ u

0

1 + sh tch 4t

ch t
dt =

∫ u

0

1 + sh tch 4t

ch 2t︸ ︷︷ ︸
1+x(1+x2)2

1+x2

ch t dt︸ ︷︷ ︸
dx

=
∫ shu

1

1 + x(1 + x2)2

1 + x2
dx

4

L
y
cée

J-B
.
S
ay

-
M
artin

D
el

H
ierro



PTSI 07/08 Fiche n◦ 10

? P�a�s�s�a�g�e �à� �l��a�r�c-�m�o�i�t�i�é

En tenant compte du domaine d’intégration, on fait le changement de variable

x = tan
t

2
et

2dx

1 + x2
= dt

On utilise alors les formules de l’arc-moitié pour se ramener à une fraction rationnelle en t

Exemple: En posant x = tan t et dx = dt
cos2 t

, on trouve, pour n ∈ N∗

∀u ∈]− π/2, π/2[,
∫ u

0
cos2n−2 tdt =

∫ tan u

0

dx

(1 + x2)n
= In(tan u)

? P�a�s�s�a�g�e �à� �l��e�x�p�o�n�e�n�t�i�e�l

On exprime la fraction rationnelle R(ch t, sh t) sous forme d’une fraction rationnelle en exp(t).
On se ramène au calcul de primitive d’un fraction rationnelle en t par le changement de variable

x = exp(t) et
dx

x
= dt

Exemple:

∀t ∈ R,
sh t + 1
ch t

=
et − e−t + 2

et + e−t
=

e2t − 1 + 2et

e2t + 1

D’où par le changement de variable x = exp(t) et dx = etdt

∫ u

0

sh t + 1
ch t

dt =
∫ u

0

e2t − 1 + 2et

et(e2t + 1)
etdt =

∫ eu

1

x2 − 1 + 2x

x(x2 + 1)
dx

4 Cas des fractions rationnelles

Calcul des primitives de f : t 7→ R(t)
(avec R une fraction rationnelle à coefficients dans K = R ou C)

Proposition 4.1 (Admis)
Toute fraction rationnelle s’écrit comme combinaison linéaire de de fractions rationnelles du type

X (0) Polynomiale
X (1) R : t 7→ 1

(t−a)n définie sur R \ {a} (a ∈ K et n ∈ N∗ )

X (2) R : t 7→ λt+µ
(t2+at+b)n définie sur R (a, b, λ dans R et n ∈ N∗ )

♣

4.1 Cas d’un élément du type (1)
Calcul des primitives de f : t 7→ 1

(t−a)n définie sur R \ {a} (a = α + iβ ∈ C et n ∈ N∗ )

Exemple:
∫ x

0

dt

(t− i)3
= −1

2
1

(t− i)2
−1

2
et

∫ x

0

dt

t− i
=

∫ x

0

t

t2 + 1
dt+i

∫ x

0

dt

t2 + 1
=

1
2

ln(t2+1)+i arctan(t)
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? C�a�� �d�'�u�n� �é�l�é�m�e�n�t �d�u� �t�y�p�e (1)

En notant F une primitive sur I ⊂ R \ {a}

Si n ≥ 2 Alors F : x 7→ − 1
n− 1

1
(x− a)n−1

+ C (C ∈ K)

Si n = 1 et a ∈ R Alors F : x 7→ ln |x− a|+ C (C ∈ K)

Si n = 1 et a /∈ R Alors f : t 7→ t− α

(t− α)2 + β2
+ i

β

(t− α)2 + β2
de type (2)

4.2 Cas d’un élément du type (2)
Calcul des primitives de f : t 7→ t+λ

(t2+at+b)n définie sur R (a, b, λ dans R et n ∈ N∗ )

? C�a�� �s�i�m�p�l�e��
Soient γ ∈ R et δ ∈ R∗, avec des notations évidentes

∫ x

0

2t + a

t2 + at + b
dt = ln

∣∣x2 + ax + b
∣∣ + C

Si n ≥ 2 Alors
∫ x

0

2t + a

(t2 + at + b)n
dt = − 1

n− 1
· 1
(x2 + ax + b)n−1

+ C

Par translation-dilatation les deux intégrales ci-dessous se déduisent l’une de l’autre
∫ x

0

dt

((t− γ)2 + δ)n et
∫ x

0

dt

(1 + t2)n

Exemple:∫ x

0

2t + 5
t2 + 5t + 12

dt = ln(x2 + 5x + 12)− ln(12) et
∫ x

0

2t + 5
(t2 + 5t + 12)2

dt =
1
12
− 1

t2 + 5t + 12

? C�a�� �g�é�n�é�r�a�l

On peut trouver α, β, γ, δ dans R tels que

λt + µ

(t2 + at + b)n
= α

2t + a

(t2 + at + b)n
+

β

((t− γ)2 + δ)n

On conclut grâce aux cas simples

Exemple: Par division euclidienne

6t3 + 45t2 + 151t + 190
(t2 + 5t + 12)2

=
(6t + 15)(t2 + 5t + 12) + 4t + 10

(t2 + 5t + 12)2
= 3

2t + 5
t2 + 5t + 12

+ 2
2t + 5

(t2 + 5t + 12)2

D’où∫ x

0

6t3 + 45t2 + 151t + 190
(t2 + 5t + 12)2

dt = 3
(
ln(x2 + 5x + 12)− ln(12)

)
+ 2

(
1
12
− 1

t2 + 5t + 12

)
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