/\ < Jean-Baptiste Say

PTSI 07/08 Fiche n° 10

1 Fonctions usuelles

la premiére colonne contient I'expression de la fonction f au point z, la troisiéme contient
I'intervalle I d’étude et la deuxiéme ’expression des primitives sur cet intervalle.
C est une constante ne dépendant que du choix de f et de 'intervalle I

f(z) F(z) !
exp(az) | Lexp(az)+C R (a € RY)
In |z| zhnjz| —z+C R* ou R*
T ——z* 4+ C R* (@ € R\{-1})
x" %Hxnﬂ +C R (n € N)
x" n%rlxnﬂ +C  |]—00,0[ ou ]0,+o0| (n € Z)
1/x In|z|+C ] — 00,0] ou ]0,+4o00]
sin(x) —cos(z) + C R
cos() sin(z) + C R
tan(z) | —In|cos(z)|+ C| |kr — 5, kr + %] (k € Z)
cotan () | In|sin(z)| + C |km, (k+ 1)7| (k € Z)
sh (x) ch(x)+C R
ch (x) sh (z) +C R
th (z) In|ch(z)|+ C R
1/ cos?(x) tan(z) + C |km — 2 km + 2| (k € Z)
1/ch?(x) th(x) + C R
1/(1+2%) | arctan(z)+ C R
1/v1—2a?| arcsin(z)+C | —1,1]
1/(1 —2?) | Argth(z)+C | —1,1]
1/vV1+ 2% | Argsh(xz)+C R
1/va?—1| Argch(x)+C |1, +o0|

Exercice: Calculer des primitives, dans des intervalles convenables, de :
r 1/sin?2, x> cotan?z, =z tan’z et x> th2z

Exercice: Montrer que pour f : 2 +— 1= une primitive F' sur | — oo, —1[ ou]—1,1[ ou ]1, +o0|
s’écrit
1+

- +C (C € R)

F:x— —ln
2
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2 Dilatations - Translations et Réductions

Si f admet une primitive F sur I et ¢ € C1(I) Alors (foy)-¢’ admet Fop pour primitive

Exemple: Si u est de classe C! Alors
e ¢ — In|u(t)| est une primitive de ¢ — ZT(tt))

ol _ﬁun%l(t) est une primitive de ¢ — 5;((?) (n e N\ {0,1})

* Cramalabion-Dillakation

Si f est continue sur I et & € R* et § € R Alors

u (u—p)/c
Y(a,u) € I?, / flat + B)dt = 1/ f(z)dx

(67

* @)éduchcm

Si f, et g, sont de classe C!' Alors :

le calcul d’une primitive ¥,, de f] g, se raméne a celui d’une primitive de f,g'n.

En particulier lorsque fy,, g, sont de types polynémiales ou trigonométriques ou hyperbo-
liques... Alors V,, peut vérifier une relation de récurrence linéaire.

Exemple: Fixons x € R, et posons Soit pour n € N, [,,(z) = foz (Hd%)n

" z T g 1 x T y1-1
wmeN, L) =] 1 [l (L Na= T e [y,
neN, In(z) [(1+t2)”}0 /o dt<(1+t2)”> 1+ a2 n/o (142t

DouVneN, 2nl,ii(z)= m + (2n — 1)1, ()

Et donc de proche en proche

In(z) =z, ILi(x)=arctan(z), I(x)=

1
+g arctan(z), Is(z)=...

3 Cas des fonctions trigonométriques et hyperboliques

3.1 Fonction exponentielle
Calcul des primitives de ¢t — P(t) exp(at) (avec a € C* et P polynomiale)

*U@D@D i

En dérivant successivement la partie polyndémiale et intégrant successivement la partie
exponentielle, on se raméne au calcul d’une primitive d’'une exponentielle.
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Exemple:

u . u (5+2i)t (5420)t - 4, u (5420)t
F(u) ::/ t26(5+2z)tdt:/ pd () g o [th } / p
1 1 dt 5 + 21 5 + 2 11 1 5 + 21

Or
u 4 u g f (20t (542)t 1 4 u L (542i)t
/ t6(5+2z)tdt _ / t— 67' dt = [te : } _ / € —dt
1 1 dt 5 + 21 5 + 27/ 1 1 5 + 27/
Donc 5 5
Flu) = 12,(5+2i)t v te(5+2i)t v (5+2i)t ]
() 5+2i[ ¢ L (5+2@')2[6 }1+(5+2i)3[6 L

*(ell Es imdsh .

On cherche une primitive sous la forme : ¢t — Q(t) exp(at) avec deg Q@ = deg P.
Le calcul se raméne a la détermination des coefficients de @) grace a
d
dt

(Q(t) exp(at)) = P(t) exp(at)

Exemple: soit F : t — (at? + bt + C)e(HQi)t une primitive de f : t — 2420t on par
identification entre f et F”

VEeR, [(1+2i)(at?+ bt + c¢) + (2at + b)]eI 2t = 2(+20)t
Et donc par identification des coefficients dans 1’égalité polynomiale
VteR, (14 2i)at® + (14 2i)b+ 2a)t + (1 +2i)c+ b=t
On trouve

25(—1 + 2i)t? — 10(3 + 44)t + 2(11 — 2i) Sil120t

F:t—
125

Remarque 3.1

Par le biais des parties réelles et imaginaires, on en déduit le calcul des primitives des fonctions
o t — P(t)exp(ft)cos(at)  (avec a, B dans R et P polynomiale réelle)
e t+— P(t)exp(ft)sin(at) (avec o, dans R et P polynomiale réelle)

Exemple: Pour tout x € R

/ t%e! cos 2t = Re </ thi(”zi)t) = exlp2(5m) ((252% 4 30z — 22) cos(2x) + (502* — 40z — 4) sin(2x) + 22)
0 0

3.2 Polynomes trigonométriques

Calcul des primitives de ¢ +— cos™ tsin? t (avec n,p dans N)

*£iméanix>m

v “1 2t t in 2t v
/ cos> tdt = / S coset dt = [f + = }
0 0 2 2 4 Jo

Exemple:

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro



O1I8TH [o(] Ul - Aeg g 99947

/\ < Jean-Baptiste Say

PTSI 07/08 Fiche n° 10

e lorsque n impair faire le changement de variable x = sin(t)
e lorsque p impair faire le changement de variable x = cos(t)

Exemple: Posons x = cost et dx = —sintdt
U u cosu :IZ5 5117 COS U
/ cos* tsin®t dt = —/ cos® t(1 — cos? t) x (—sint)dt = —/ 2t (1-2?)de = — [———}
0 0 1 5 711
z4(1—=2) dx

Remarque: les régles analogues existent pour les fonctions hyperboliques

3.3 Fractions rationnelles trigonométriques
Calcul des primitives de f : ¢ — R(cost,sint) (R une fraction rationnelle de deux variables)

- Rigles de Bioche

Si "I’¢lément différentiel" f(t)dt est invariant par :

e t+— —t, on fait le changement de variable x = cost
e t— m— 1t ,on fait le changement de variable z = sint
e t+— m+1t,on fait le changement de variable x = tant

Exemple: Posons x = cost et dr = —sint dt dans
“1 t 1 —t 1 t
/ L_Oi sintdt car —1—09784() sin(—t) d(—t) = L.Oi sint dt
o 1+sin*t 1+ sin*(—t) 1+sin*t
on trouve
u 1 t u 1 t Ccosu 1
[t i [ [T L,
o 1+sin*t 0 14 (1—cos?t)? e— —~— 1 1+ (1—2a?)
~ dx
T+(1—2%)2

Remarque 3.2 Les régle de Bioche dans le cas hyperbolique t — R(cht, sht) s’appliquent en
regardant les invariances [’élément différentiel  R(cost,sint)dt.
On en déduit le changement de variable & appliquer : © = cht, x = sht ou x = tht *

Exemple: Posons x = sht et dx = chtdt dans

cht dt car cos(m — t) dlm =) = -~ cost dt

/“ 1 + shtch 4t 1+ sin(7m — t) cos*(m — t) _ 1+sintcostt
0

on trouve

u 4 U 4 shu 2)2
/ 1+ shtch tdt:/ 1—|—shtchtchtdt:/ 1+ z(1+ %) I
0 cht 0 ch2t ~~~—~ J; 1+ 22

1+z(1+1‘2)2
1422

dx
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* @DM/MJ%@ 4 Vone-meibie

En tenant compte du domaine d’intégration, on fait le changement de variable

On utilise alors les formules de I’arc-moitié pour se ramener & une fraction rationnelle en ¢

Exemple: En posant z =tant et dzr= Co‘igt, on trouve, pour n € N*
u on_9 tanu dx
Yu €| —n/2,7/2], /Cos"_ tdt:/ ———— = [, (tanu
| -n/2mi2l, [ [ o = L)

* @z)aAAa%e a Q’E/I/r\ofnembltﬁ

On exprime la fraction rationnelle R(cht,sht) sous forme d’une fraction rationnelle en exp(t).
On se raméne au calcul de primitive d’un fraction rationnelle en ¢ par le changement de variable

dz
T

x = exp(t) et =dt

Exemple:
sht+1 B et —et+2 B 2t — 1 4 2¢t

vVt € R, = =
cht et +et et +1

D’oit par le changement de variable z = exp(t) et dx = eldt

Usht—+1 U 2t 1 4 9et e 2_149
/s + dt:/e —i—eetdt:/ x +xdx
o cht o et(e? +1) 1 z(x2+1)

4 Cas des fractions rationnelles

Calcul des primitives de f : t — R(t)
(avec R une fraction rationnelle a coefficients dans K=R ou C)

Proposition 4.1 (Admis)
Toute fraction rationnelle s’écrit comme combinaison linéaire de de fractions rationnelles du type
v (0) Polynomiale

v (l)R:tHﬁ définie sur R\ {a} (a €K etneN*)

v (2)R:t»—>@2ﬁl7—xwdéﬁmesurlk (a,b,\ dans R et n € N* )

4.1 Cas d’un élément du type (1)

Calcul des primitives de f : ¢ +— ﬁ définie sur R\ {a} (a=a+if € CetneN*)

Exemple:

/m dt LS SR S /x dt /I t dt+‘/£ dt 11(t2+1)+. an()
" - Z — _ 7 ———— =—1In 7 arctan
o =3 2(t—i)2 2 o t—i Jy 241 0 241 2

- Martin Del Hierro
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*(emd'méﬂémm&dubw\e(l)

En notant F' une primitive sur I C R\ {a}

1 1
Sin>2 AIOTSF:xH*n_l(x_a)n—lJFC (C e K)

Sin=1 et a€R Alors F:z—Injz—a|+C (CeK)

Sin=1 et a¢R Alors f:t— t—a ; p

de type (2)

=+ t—ap+

4.2 Cas d’un élément du type (2)

Calcul des primitives de f : t — % définie sur R (a,b, A dans R et n € N*)

*(ea)oanvr\ﬁm

Soient v € R et § € R*, avec des notations évidentes

T o
/ AT g —m|a? 4z b+ C
0

t2+at+0b

£ 2t+a 1 1
Sin>2 Al —————dt = — : C
b= ors/o (t2 + at + b)" n—1 (w2+a:n+b)”*1+

Par translation-dilatation les deux intégrales ci-dessous se déduisent I'une de 'autre

/I dt o /x dt
o ((t=7)*+4)" o (I+22)"

Exemple:

T 2t+5 ) /x 2t +5 1 1
—————dt =1 5z +12) —In(12) et =Y == -
/0 t2 4+ 5t + 12 n(@”+ 50 +12) ~In12) e o (12 +5t+12)2 12 245t 412
*(eaj)ﬁéfv\éf\aﬁ

On peut trouver «, 3,7, 6 dans R tels que

At + . 2t+a n I}
(t2+at+b)" (2 4at+b)"  ((t—7)2+ )"

On conclut grace aux cas simples

Exemple: Par division euclidienne
63 + 45t + 151t + 190 (6t + 15)(¢? + 5t + 12) + 4t + 10 2t +5 245
(2 +5t+12)2 (£2 + bt + 12)2 TR i 5t+12 ¢ T2+ 5t + 12)2
D’ou
T 613 4 45t2 + 151t + 190
/0 (t2 + bt + 12)2

1 1
_ 2 _ - -
dt = 3 (In(z® + bz + 12) — In(12)) + 2 (12 215t + 12)



