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dntegrales doulles

1 Théorémes de Fubini

e Intégration sur un rectangle
Pour f continue sur R := [a,b] X [c, d]

Il f<x,y)dxdy_/c'd < / bf(x,wdx) an= | b (Q/C'dfm)dy) da

e Intégration sur un rectangle d’un "produit tensoriel"
Pour u : z — u(x) et v : y — v(y) deux fonctions continues sur [a, b] et [c, d] respectivement, on

a ] wtert iy = ( [ bu(w)dx) (/ dv(y)dy)

e Intégration sur un domaine délimité par deux graphes
* Soit A le domaine défini par

.A::{(:U,y)E]R2 la<z<b et o@)<y<y(z)}

//,4 f(z,y) dady = /ab (/;j) f(:my)dy) dx

ol p et 1 sont deux fonctions continues sur [a, b], et vérifient ¢ < 9 sur [a, b]

Alors

* Soit B le domaine défini par

Bi={(r,y) eR* | c<y<d et ¢y <z <y}

//B f(z,y) dedy = /j (/::)y) f(:L‘,y)dx) dy

ol ¢ et 1 sont deux fonctions continues sur [c, d], et vérifient ¢ < 1 sur [c, d]

Alors

2 Propriétés

e ’intégrale est linéaire :
Pour tout f, g continues sur A et A, u deux constantes

//A()\-f(x,y) + - g(z,y)) dedy = )\-//Af(w’y) dxder#.//Ag(x’y) dzdy

e Croissance de l’intégrale :
Pour tout f, g continues sur A

f<g sur A= //,4 F(a, ) dudy < //A g(w,y) dedy
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e Additivité par rapport au domaine d’intégration.
Pour f continue sur A; U As, on a

//Alqu f(z,y)dedy = /Alf(:c,y) dxdy+/A2 f(z,y) dxdy_//AmAQf(x’y) dzdy

En particulier dans le cas ou A1 N Ay =

// xyd:z‘dy—/ f:nydmdy+/ f(z,y) dzdy
A1UAs At

3 Changements de variables

On considére ici A un domaine borné d’aire connue.

e Invariance par translation Soit 7 la translation de vecteur h = (hq, he), on a alors, pour
tout f continue sur 7(.A)

// f(z,y)dedy = / f(z+ hi,y + he)dzdy
(A) A

e Changement de variable affine
On pose

{ U ar+by+c
v = dr+by+d
On calcule alors

fla,y) = flu)
ie. f=fo® on ® transforme (z,y) et (u,v) et A en B.

On passe alors de 'intégrale dans les anciennes coordonnées (x,y) relativement a A a l'inté-
grale dans les nouvelles coordonnées (u, v) relativement a 3 en dilatant d’un facteur |ab’ — a'b|

// I (u,v)dudv :/ f(x,y)\ab’ — a'b|dxdy
B A

e Passage en coordonnées polaires.
On calcule

-Apol = {(7’79) el | M(T7 9)1’01 € 'A}

ot U est un domaine tel que P : (r,0) — (rcos®,rsinf) est injectif!.
Par exemple U = Ry x [—7, 7] ou U = Ry x [0, 27]

rcosf

r =
y = rsinf

En posant alors pour f continue sur A

J?(T?H) = f('/lja y)

//Af(:c,y)dxdyzf/AM F(r,0)|r|drdo

ie. fv: foP On a alors

1On peut tolérer qu’elle le soit sur U privé d’un ensemble d’aire nulle



