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Chapitre 1

Nombres Complexes

1.1 Le Corps C des complexes

1.1.1 Ecriture algébrique et correspondance Géomeétrique
1.1.1.1 La construction algébrique de C et correspondance géométrique

Il y a plusieurs fagons équivalentes de voir les nombres complexes :
Une premiére fagon consiste & les voir comme les points (ou vecteurs) du plan R? euclidien. Ainsi le point

M € R? (ou de fagon équivalente le vecteur OM) est repéré par ses coordonnées (z;y) dans le repére (ou
base) canonique.
Notons (a, b) les éléments de ce nouvel ensemble noté C.

Définition 1.1.1 Par la suite tout point M (resp. tout vecteur OM ) de R? sera dit d’affize z € C avec
la correspondance ci-dessous

M(a;b) <= z = (a,b) (resp. O—]\)/[(a;b) =z = (a,b))

On note M (z) (resp. O—Z\)l(z)) [ )

On définit alors sur C deux lois de composition interne! :

La Loi additive (x,y) + (¢/,y) = (r + 2/, y + )
La Loi multiplicative (z,y) x (2',y) = (zz' — yy/, zy’ + 2'y).

Muni de cette nouvelle structure algébrique (C, +, x) vérifie les propriétés suivantes :

0) C est non vide : (0,0) e

i) la loi + est associative : V(u,v,w) € C?; u+ (v+w) = (u—+v)+w

ii) la loi + admet un élément neutre : vz € C, 2+0=0+z =z avec 0 := (0,0)

Tout élément de C admet un symétrique pour la loi + :
(Va €C,32'€C; 2+2' =2 +2= 0). il suffit de prendre 2’ = (—z, —y) lorsque z = (x,y). On note 2’ = —=z

la loi + est commutative : V(u,v) €C?, u+v=v+u

)

v) laloi x est associative
) la loi x admet un élément neutre : il s’agit de 1 := (1,0)
)

Tout élément non nul de C admet un symétrique pour la loi x :
le symétrique de (x,y) est (z,y) "' = (ﬁ, —pj’r—yz) on le note aussi %

viii) la loi x est distributive sur la loi + :
Y(u,v,w) €EC3, ux v+w)=(uxv)+(uxw) et (W4+w)xu=(vxu)+(wxu)

1un loi de composition interne combine deux éléments d’un ensemble pour obtenir un élément du méme ensemble
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4 CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES

ix) la loi x est commutative

Définition 1.1.2 On résume les propriétés o) a iii) en disant que (C,+) est un groupe.

On résume les propriétés o) a iv) en disant que (C,+) est un groupe abélien (ou encore commutatif).
On résume les propriétés o) a viii) en disant que (C,+, x) est un corps .

On résume les propriétés o) a ix) en disant que (C,+, X) est un corps commutatif.

)

Exemple: (R, 4+, X) est un corps commutatif et a fortiori (R, +) est un groupe abélien.
De méme (Q, +, x) est un corps commutatif et (Z,+) est un groupe abélien.
Mais (Z, 4+, x) n’est pas un corps et (N, +) n’est pas un groupe.

Exemple: Si on note C* I'ensemble des complexes privé de 1’élément nul 0, on a que (C*, X) est un
groupe abélien. Il en va de méme pour (R*, x)

1.1.1.2 Identification de R

A ne pas lire en premiére lecture :
Comme R? est un R-espace vectoriel?, C lui aussi hérite de la méme structure.
On peut donc définir un produit extérieur de R sur C :

VYAXER Y(z,y) €C, A-(z,y):= Az, Ay) = (A, 0) X (z, y)

Il s’agit 1a de la multiplication classique d’un vecteur par un réel.

Remarque 1.1.1 Puisque pour tout a,b,\ € R on a
(a,0) +¢ (b,0) = (a+r b,0) et Ac(a,0) = (A ra,0)
en identifiant R a R- 1 ={X-1; X € R}, on peut affirmer que
R est un sous-espace vectoriel réel de C.

Ceci implique que lors des manipulations et considérations vectorielles (loi de composition externe, addition de deuzx vec-
teurs) on peut manipuler les les réels comme des complexes particuliers :

R C C et compatibilité des lois vectorielles. *

Pour tout A € Ret tout z€ C, A-z= (A 1) X z.
On écrira donc la multiplication interne et externe de la méme fagon que dans R.

On identifiera par la suite Ret R-1 = {X-1; X € R}.
En conséquence on a bien R C C et ’on peut écrire sans ambiguité A = X - 1.

Comme le plan est une extension géométrique du plan, on dira que R est un sous-espace vectoriel réel de C
Puisque
2
V(a,b) € R2,  (a,0) +¢c (b,0) = (a+r b,0) et  (a,0) xc (b,0) = (a xg b, 0)

On voit que Pensembles des nombres complexes qui s’écrivent sous la forme (a,0), avec a un réel, se
comporte du point de vue ensembliste et algébrique de fagon parfaitement équivalente & 1’ensemble des
réels.

En effet :

e du point de vu ensembliste on peut mettre en correspondance de facon bi-univoque les complexes de la
forme (a,0) avec les réels

(Ce qui en langage mathématique signifie que ¢ : a — (a,0) est bijective de R sur {(a,0); a € R})

e Du point de vu algébrique, les identités ci-dessus nous montrent que ’addition et la multiplication de
réels ou de complexes de la forme (a,0) est parfaitement compatible.

(En langage mathématique on dit que ¢ est un morphisme de corps.)

Les structures de corps de (R, +g, Xgr) et de cette partie de (C, +¢, X¢) sont alors compatibles moyen-
nant ’identification
Pour tout a réel (a,0) s'identifiea a

On peut donc écrire sans ambiguité a + b ou a X b sans préciser 1'origine complexe ou réelle des lois.

Ceci implique que lors des manipulations et considérations algébriques (lois + et x) on peut manipuler
les les réels comme des complexes particuliers : R C C et compatibilité des lois algébriques.

On dit que R est un sous-corps. Mais remarquons que contrairement a R, nous n’avons pas de relation
d’ordre induite sur C.

2Notion qui sera précisée au Chapitre Espaces Vectoriels
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1.1.1.3 L’Ecriture algébrique

Notons i le complexe (0,1). Et remarquons que i = —1.

Proposition 1.1.1 Tout nombre compleze z € C s’écrit de fagon unique :
z=a+0bi avec (a,b) € R?

Cette écriture est l’écriture cartésienne de z := (a,b).
a est la partie réelle de z et b est sa partie itmaginaire, on note :

a=R(z) et b=S(z)

Preuve
Existence : Soit z = (a,b) (voir note ci-dessous® )

z=(a,b) & z=(a,0)+ (0,b)  z = (a,0) + (b,0) x (0,1) & (a,0) + (b,0) X i< z =a+ bi

Unicité : Supposons par ’absurde qu’un méme nombre complexe admet deux écriture algébriques dis-
tinctes a + bi et o’ + b'i le vecteur représentant ce complexes a pour coordonnées (a;b) mais aussi (a’;b’)
et donc a = a’ et b=1"V'... absurde °

Remarque: Tout complexe s’écrit de fagon unique comme la somme d’un réel et d’un imaginaire pur
(nombre de la forme ib avec b € R). On note iR 'ensembles des imaginaires purs (attention 0 est a la fois
imaginaire pur et réel).

I'unicité de cette décomposition se traduit par

V(z,2',y,9y) eRY, [z+iy=a' 4+ & (x=2" et y=1y)]
Proposition 1.1.2 Pour tout z1, 2o complexes et X réel, on a :
Re(Az1) = ARe(z1) Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(z2)

Im(Az1) = AIm(z1) Im(z1 + 22) = Im(z1) + Im(z2)

On dit que Re et Im sont deux applications R-linéaires de C dans R. '

Démonstration Posons z1 = a; + by et 2o = ag + iby (avec aq, a9, by, by réels). On a

21+ 29 = (a1 + Zbl) + (a2 + sz)
= a1 +1iby +as +ibsy associativité
= a1+ ag +iby + b commutativité
= aj +as+i(by + bo) distributivité

= (a1 +az2)+i(by +b2) associativité

Ora; +az € Ret by + by €R, doit Re(z1 + 2z2) = Re(z1) + Re(za) et Im(z1 + z2) = Im(z1) + Im(z2)

De méme
Az1 = )\((Ll + ’Lb1>
= a1 + Aiby distributivité
= Aaj +1iA\b; commutativité
Or Aa; € Ret by € R, d’out Re(Az1) = ARe(z1) et Im(Az1) = AIm(z1) °

3Convention : A & B « C signifie (A< B) et (B O)

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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6 CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES

1.1.1.4 Complexe conjugué et Module

Définition 1.1.3 Soit M € R? un point d’affize z = a + bi. Alors le point M', symétrique de M par
rapport & l’axe des abscisses, a pour affize Z = a — bi. Z s’appelle le complexe conjugué de z [

On a alors de fagon immédiate :

Proposition 1.1.3 Soient z, 21 et zo trois complexes quelconques :

%(Z):z—;—i %(Z):z—z

la conjugaison est un morphisme de corps involutif :

=z, 21+ 29 =21+ 729 et Z129 = Z1 X 2o
21 z1
22 )

Démonstration Posons z = a + ib, z1 = a1 + by et zo = ag + iby (avec a, a1, as, b, by, be réels). On a

Yl

En particulier pour zo # 0

&

z+ZzZ=(a+ib)+(a—ib)=a+ib+a—ib=a+a+ib—ib=2a+0=2a

On a appliqué successivement ’associativité, la commutativité et la définition du symétrique par rapport
ala loi +.
Par un calcul similaire on trouve

z—z=(a+ib)—(a—ib) =a+ib—a+ib=a—a+ib+ib= 0+ 2ib=2ib

D’ou les deux premiéres égalités.

z=a—ib=a+ix(-b)donz=a—ix(=b)=a+ib=z.
D’ou le caractére involutif de la conjugaison.

z1+22 = (a1 +az)+i(by +b2) (voir calcul de la preuve précédente)
= (a1 +az2) —i(by + b2)
= a1+ az —ib; — iby associativité et distributivité
= a1 —tby +ag — by commutativité
= (a1 —ib1) + (ag — ib2) associativité
= Z1+ 2

D’ou le caractére additif de la conjugaison

Zizz = (a1 +1ib1) X (a2 +ib2)
= (a1a2 — blbg) + ’L(albg + a2b1) Définition de la loi x
= (a1a2 — blbg) — i(albz + agbl)
= (a1a2 — blbg) ( a1b2 — agbl) distributivité
= [araz = (=b1)(=b2)] +iar (=b2) + az(—b1)]
= (a1 —ib1) x (ag — ib2) Définition de la loi x
= (a1 —+ Zbl) (CLQ —+ Zbg)
= Z1 X Zo

D’ou le caractére multiplicatif de la conjugaison.

En corollaire immédiat a ce résultat on obtient lorsque z5 # 0

1 =1
1

= 2z X Définition de l'inverse

= ZzX (2—12) la conjugaison est multiplicative
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D’ou par définition de l'inverse

Multiplions cette derniére égalité par Zz7, on obtient

1 1
X —_ = X —
(*) = (Z2> Tx—

Appliquons le caractére multiplicatif au premier membre de 1'égalité () :
zZ1 X —_ =21 X R = —_—
zZ9 zZ9 zZ9
zZ1\ _ &1
wn) =

Remarque: On a de fagon immédiate, pour tout complexe z

D’ou () devient

zER<=z2=Re(z) <= Im(z) =0 2=2
z€iR<= z=1ilm(z) <= Re(z2) =0<=z2=—-Z2

Remarque: Pour tout z = a + ib, 2Z = a® + b? est une quantité réelle positive.

on a alors la définition suivante :

Définition 1.1.4 A tout nombre compleze z € C, on associe un nombre réel positif noté |z| qu’on appelle
module de z et qui vaut :
|z| = V=22

)

Comme on le verra plus tard c’est une distance, |z| est la distance euclidienne du point M (z) au point O.

Remarque: lorsque z € R, le module de z coincide avec la valeur absolue de z. D’oui la notation.

Proposition 1.1.4 Pour z = a + ib avec a,b réels et z1, zo deux complexes quelconques, on a :

L.
2| = Va2 +b2 et ;:L (Si 2 % 0)

|22
| =z = [2] = I2]
Re() < [Re(2)| < || et Im(2) < [Im(2)] < |
z z
|z120| = |21] X |22] et al_lal (Si 25 #0)
V) |ZQ|
z=0<12]=0
&
Démonstration les deux premiéres égalités sont triviales.
|Z2 =22 =22=122= |2 et | =22 = (=2) x (=2) = (=2) x (—2) = 22 = |2)?
or la fonction carrée est injective sur Ry et |Z],| — z| et |z| sont des réels positifs. Do | — z| = |Z| = ||

Puisqu’un réel est toujours inférieur ou égal a sa valeur absolue on a Re(z) < |Re(z)].
Puisque b? > 0 on en déduit a? 4+ b? > a?. D’oll en invoquant la croissance de la fonction racine carrée

sur Ry, on en déduit :
vaz+b?>vVa? or Va?=|al

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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8 CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES

D’ou |Re(z)| < |z|.
Les inégalités portant sur la partie imaginaire se démontrent de fagon analogue.

|Z122\2 = 21222122 = 212221 X Z2 = 21217222 = |21|2\Z2|2 = (|z1] % |Z2|)2

D’ou le caractére multiplicatif du module.

Du caractére multiplicatif du module et en partant de I’égalité |1| = 1 on en déduit comme pour la

— |zl
[22]

21

zZ2

conjugaison que

Enfin
|2 =0<= 2’ =0<=a® + b =0

Or une somme de termes positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul (voir Lemme ci-
dessous). d’ou

2| =0<=(a*=0 et V¥*’=0)<=(a=0 et b=0)<=2=0

L]
Dans la démonstration ci-dessus on s’est servi du lemme suivant
Lemme 1.1.5 Soit (x;);cr une famille finie de réels positifs ou nuls (Vi € I, z; > 0).
d ai=0=Viela;=0
il
)

Preuve Il suffit prouver sa contraposée :

(el z;>00=> x>0
el

Supposons donc avoir un indice ig € I pour lequel z;, > 0.
En ajoutant de part et d’autre de cette inégalité la quantité Z x; on obtient
iig

in > le

iel i#io
Or par hypothése on a Z x; > 0 (car somme de quantités positives ou nulles).
i#ig
Donc Z x; étant strictement supérieur & une quantité positive ou nulle on a bien
il

Z x; >0
iel
. d ey
Exercice: On note U " {z € C; |z| = 1}. Montrer que (U, x) est un groupe abélien.
indication : Vérifier que la loi multiplicative est bien une loi de composition interne pour U :
V(Zl,ZQ) c Uz, 21 X 29 € U
Exercice: Montrer que pour z € C quelconque
|Re(z)| = |z| <=z €R

Re(z) = |z| <= z € R4
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Théoréme 1.1.6 (inégalité Triangulaire) Soient z1, 2o deur complexes quelconques
|21 + 22| < |21] + |22
avec égalité si et seulement si

Ja € Ry; (21 = azg ou 22 = azy)

&
Démonstration
|21+ 2P = (214 2) (21 + 22) = (1 + 2) (T +3) = 2171 + 215 + 27 + 227
Or 2971 = Z221 = z122. Dol
(x)  latzl? =2 +2Re(z17) + 2l < 2P +2z17|+|22f? = (21 2]z X |22]+[22* = (|21]+]22)°

car Re(z1%22) < z1%Z3.
On en déduit donc 'inégalité triangulaire, grace a la croissance de la fonction racine carrée sur R, .

En cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire, les expressions aux deux extrémités de (%) deviennent
égales ainsi que toutes les expressions intermédiaires en particulier :

Re(2172) = [217%3]

Ce qui équivaut a 2125 = (3 avec € R,.

ler Cas : z5 = 0, alors on a bien z9 = az; en prenant o = 0
2éme Cas : 2o # 0, alors on a bien z; = azs en prenant a =
Dans tous les cas on a trouvé un réel positif « tel que :

Z1 = (xzg9g OU ZzZ9 = (x21

Remarque 1.1.2
Lorsque Jo € Ry; (21 = azg ou z2 = azy), on dit que les complexes z1 et zo sont positivement liés x

Corollaire 1.1.7 (Deuxiéme inégalité triangulaire) Soient z1, 2o deux complexes quelconques

[121] = [22]| < 21 = 22|

&
Preuve Soient z; et 29 deux complexes quelconques.
Appliquons la "premiére" inégalité triangulaire au couple de complexes (21 — 22, 23) :
(21 — 22) + 22| < |21 — 22| + |22] D'on [z1] — |22| < |22 — 2|
ceci prouve que :
(*)  V(wi,w) €C? Jwi| = |wa| < Jwr — wo
Appliquons cette derniére inégalité au couple (22, 21), on trouve :
|22] = 21| <[22 — 2|
Or |29 — 21| = |21 — 22|, dou
22| = |z1] < fz1 — 22| et |z1| = |22 <21 — 22
L]

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Remarque 1.1.3 Dans la pratique on utilise 'une des deux inégalités (la plus pertinente) :
22| =21l S 21 — 22| 21| — |22 <21 — 2|
Et on retient de facon synthétique que :

[121] = J2a]| < |21 % 2] < 2] + |22]

*
Remarque: On peut généraliser ceci a toute famille finie de complexes (z;)ier :
iel icl
1.1.2 Exponentielle Complexe et Ecriture Trigonométrique
1.1.2.1 A propos de I’exponentielle complexe
On considére connues les propriétés des fonctions trigonométriques enseignées au Lycée. Posons :
VO e R, ¥ = cos(0) + isin(0)
Proposition 1.1.8 Quels que soient les réels 6 et ¢ on a :
|ei9| —1 Pl0+6) _ 10,10 (eio)*l — 10 _ 10

)

Démonstration Soient 6 et ¢ deux réels quelconques

] = \/0052(0) +sin?(f) = 1
09 — cos(0 + ¢) + isin(f + ¢) = [cos(8) cos(¢) — sin() sin(p)] + i[cos(h) sin(¢) + sin(8) cos(¢)]
D’ou par définition de la multiplication :
el 019 — [cos(0) + isin(0)] x [cos(¢) + isin(¢)] = elel?
En appliquant ce qui précéde & ¢ = —6 on trouve
elfem10 — £i(0-6) — ¢i0 — ¢o5(0) 4 isin(0) = 1
Dot (eie)*l — o0

Enfin puisque l'inverse d’'un complexe s’écrit comme le quotient de son conjugué et de son module au
carré, on a d’aprés tout ce qui précede :

o0

oy —1 -7
() = EdEh eif

Remarque: On déduit des identités précédentes que quels que soient les réels 6 et ¢ on a :
i
Go—¢) _ €
el¢
Corollaire 1.1.9 soit 6 un réel et n un entier naturel quelconques :
Formule d’Euler :
el | o—if eif _ =it
Vo € R, cos(0) = % et sin(f) = ————

Formule de Moivre :

VO c R, Vn €N (cos(0) +isin(h))" = cos(nd) + isin(nd)

10
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Preuve Soit # € R fixé quelconque. Posons z = €% on a alors z = e~* d’oul

‘ 0 i 0 —if
COS(@) _ Re(eze) _ € ;‘6 _ e —|—2€

Démonstration analogue pour sin(f)

Soit 6 € R fixé quelconque.
La formule de Moivre est équivalente & Vn € N, (e?)? = 0,
Posons Vn € N, P(n):7(e?)" = en¥”

e Comme (¢9)0 = 1 = ¢ = ¢19%% on a P(0) vraie

e Soit k € N fixé quelconque et supposons P (k) vraie, c’est a dire (¢?)* = e™*? on en déduit :

(6i9)k+1 _ (eie)k % 62’0 _ eik@ « ei@ _ ei(k0+0) _ 6i(kJrl)G

On a donc Montré que
Plk) = Pk+1)

* Conclusion : On a donc montré par récurrence que

Vn e N, P(n) CQFD

1.1.2.2 Ecriture Trigonométrique

Comme tout point de R? peut étre repéré par ses coordonnées polaires : distance a I'origine et angle
avec ’axe des x, on notera de facon équivalente les nombres complexes :

Définition 1.1.5 (Ecriture Trigonomeétrique)
Pour tout z € C*, il existe un réel v > 0 et un réel € R (pas forcément unique) tel que :

z = r(cos(8) + isin(f)) = re®

Cette écriture porte le nom d’écriture trigonométrique de z [

—
Preuve Soit OM (z) avec z # 0.
— Lo — — — Py
Comme z # 0, OM est distinct de 0. Posons r = [[OM|| > 0 alors le vecteur ON := ~OM est de norme
1, le point N est donc sur le cercle trigonmétrique et ses coordonnées s’écrivent : N(cos 6;sin §) pour un
— —
certain 6 € R. Les coordonnées du vecteur OM = rON s’écrivent alors (r cos#;rsinf), d’ou :

z =1 (cos(0) + isin(6))

Proposition 1.1.10 En reprenant les notations de la définition on a :

Le réel r n’est autre que le module de z.

Le réel 0 est ce qu’on appelle un argument de z et on note arg(z) = 6 [27]

En eefet deux arguments différent de 2km avec k € Z En revanche il existe un unique 0 €] — w, 7], on
Uappelle l'argument principal. On le note Arg(z). &

0

Preuve soit z = re?® avec les notations de la définition précédente.

ol = Ire®| = Irl x ] = r x 1 =7
Donc dans écriture trigonométrique le premier facteur (appelé le module) est unique. Reste a déterminer

les arguments possibles :

cos(f) = cos(¢)
sin(f) = sin(¢)
La derniére assertion (en fin d’équivalence) se note aussi § = ¢ [27].

On en déduit qu’il n’existe qu’une seule solution dans Uintervalle de longueur 27 : | — 7, 7] °

e = ¢ & cos(f) + isin(h) = cos(¢) + isin(¢) < { & 3kel; §=¢+2kn

Au vu de ce que 'on vient de voir on retiendra :
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12 CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES

Proposition 1.1.11 Soient (r1,72) € (Ri)z et (01,02) € R%, on a alors

e = rael® { gi z () —C2Zk;7r avec k €7
)
Proposition 1.1.12 Soient z1 et zo deux complexes non nuls quelconques
arg(zi1z2) = arg(z1) + arg(z2) [27]
21
arg (Zz) =arg(z1) — arg(za) [27]
En particulier pour tout n € N, arg(z}) =n-arg(z1) [27]
arg(z7) = —arg(z) [27]
L)

Preuve Avec les notations ci-dessus, soient z; = r1ei1 et z9 = reei?? les écritures trigonométriques de
21 et 2o.
les quatre égalités annoncées découlent des identités suivantes :

ret%ireel? = (rirg)el@102) ot piry >0

i0
riet’i T 3p. 1
= —lhi=0) o =0

roeif2 gy 79

(rie?)m = pemf ot >0

rieift = e et r; >0

1.1.2.3 Retour a I’exponentielle

Comme ’application 6 — € "transforme la somme de réels en produit de complexes" on dit qu'il
s’agit d’un morphisme de groupes entre (R,+) et (C*, x). Comme cette application est & valeurs dans
U et que tout élément de U s’écrit comme 'image d’un réel par cette application, on peut préciser qu’il
s’agit d’'un morphisme de groupes surjectif entre (R, +) et (U, x)

Définition 1.1.6 Pour tout z € C, dont I’écriture cartésienne est z = a + ib, on pose

e? d;f eaeib
Uapplicationz — €* (& valeurs complezxes et définie sur C) s’appelle l'exponentielle complexe [
Proposition 1.1.13
Dexponentielle complexe est un morphisme de groupes surjectif entre (C,+) et (C*, x) &

Preuve Soient z; = a1 +1iby et z9 = as +iby les écritures algébriques de deux complexes quelconques. En
invoquant principalement la caractéristique de ’exponentiel réel, la définition de I’exponentiel complexe
et la commutativité du produit, on trouve :

621+22 — 6(a1+a2)+i(b1+b2) — 6a1+a2€i(b1+b2) — ealeageibl 6ib2 — ealeibl eazeibz — ealJribl €a2+ib2 — ezl 622
Par ailleurs I’exponentiel d’un réel et ’exponentiel d’'un complexe sont tout deux non nuls. donc I’expo-

nentiel complexe est & valeurs non nulles. On a donc prouvé que ’exponentiel complexe est un morphisme
de groupes entre (C,+) et (C*, x)

Pour montrer le caractére surjectif il suffit d’utiliser ’écriture trigonométrique des complexes.
On veut montrer que Tout complexe non nul z est l’image d’un complexe w par l’exponentiel complexe
En effet : Si z = re? est ’écriture complexe de z, on voit que w = In(r) + if convient. °

L’exponentiel complexe n’est pas injectif : car il existe eux complexes distincts (par exemple 0 et 27)
qui s’envoient par I'exponentiel complexe sur la méme image (ici 1). En fait on a

12
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Proposition 1.1.14 Pour tout z; et zo complexes

el = €*? <= (Re(zl) = Re(z3) et Im(z1) = Im(z2) [27@)

Exercice: le prouver

Remarque: De fagon plus générale pour tout z complexe et w complexe non nul on peut résoudre
I’équation
(%) ef=w

En passant par Pécriture algébrique de z = a + ib et par 'écriture trigonométrique de w = pe®.
Résoudre (x) revient alors a résoudre

D’ou les solutions sont les nombres complexes z = a + ib avec

a =1In(p) et b=6 [27]

1.2 Equations a coefficients complexes

1.2.1 Racines n-iémes
1.2.1.1 Racines carrées d’un nombre complexe
Soit a + i3 un nombre complexe, on cherche & résoudre :
(*) 2 =a+if

Pour cela écrivons z sous forme cartésienne z = a + ib, on a alors

(%) (a+ib)? = a+ip a? —b* +2iab = a+ip
l(a+ib)*> = |a+if| a® + b2 = a2+ 52

D’ou en identifiant partie réelle et partie imaginaire de la premiére équation, il vient

a2 —bp: = o 22 = \/m—&-a
(#) =1 a®?+0® = Ja?+p52 = 22 Var+p2—a

2ab 16} 2ab = 1654

finalement puisque || < va? + b2, les deux seconds membres des deux premiéres équations sont des
quantités positives, on a :

a = i\/(\/a2+52+a)/2
=93 b = /(a2 +@-a)2

2ab = 1)

On trouve donc par les deux premiéres égalités quatre couples (a, b) possibles or I’équation initiale étant
de degré 2, elle n’admet tout au plus que 2 solutions. Les couples qui ne sont pas solution sont en fait
éliminés par le fait que 2ab = (3, ainsi on sait si a et b sont de méme signe, ou de signes opposés.

1.2.1.2 Racines n-iémes d’un nombre complexe
Cette fois-ci I’on cherche a résoudre :

(k) 2" = pe

13
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14 CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES

ol p > 0 et ¢ € R sont donnés.
Comme z = 0 n’est pas solution, nous pouvons écrire z sous forme trigonométrique z = re'?, on a :

r" = p

n_inf __ ip
() = 1™ = pe ;}{ne = ¢+2kr aveck€Z

D’ou finalement les solutions de (xx) sont les
7y = pl/”ei(%"’%T”) avec k € Z

Il ne faut surtout pas croire que 'on a trouvé une infinité de solutions & une équation polynémiale de
degré n, puisqu’en fait Zj4, = Zj. Ainsi on peut réduire I’ensemble des k a ensemble {0,...,n — 1}

Exercice: Montrer que toute suite (uy,)nen p-périodique :
VmeN, Upip = Un
admet un nombre fini de valeurs au plus égal & p que 'on peut choisir parmi ug, ..., up—1
indication : on pourra utiliser la division euclidienne de n par p
1.2.1.3 Racines n-iémes de ’unité

Dans le cas particulier ot ’on cherche les solutions de
2" =1

Si on note les solutions wy, = el*+" (avec k € Z), I'ensemble des solutions est noté :

U {on, k€ Z} = {wn, ke {0,...,n—1}}

Proposition 1.2.1
(Un, x) est un groupe fini (cyclique) et plus particulierement, en reprenant les notations ci-dessus :

V(k‘, l) € ZQ, WEW] = Wi+
Vk € Z, wk_l =w_j

VkE€Z, wp=uwh

Exercice: le prouver
Exercice: Montrer que pour n > 3, U, est I’ensemble des sommets d’un polygone régulier & n cotés.
indication Montrer que les triangles formés par deux sommets consécutifs et O sont isométriques

Proposition 1.2.2 Soit n > 2 un enter naturel, alors :

ZwZO

weUn

Preuve Reprenons les notations du début de paragraphe.
On a d’aprés la formule de la somme des n + 1 termes d’une suite géométrique de raison wy # 1

" 1—wp
> w:kzzo(wl)kZ 1_w11

wel,

D’ou la conclusion, puisque par construction 1 — w =0 °

14
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1.2.2 Polynoémes
1.2.2.1 Le Théoréme fondamental de ’algébre
Nous énongons ici (sans le démontrer) un théoréme fondamental en Analyse comme en Algébre :

Théoréme 1.2.3 (d’Alembert-Gauss)
Tout polynéme a coefficients complexes, de degré n > 1, admet au moins une racine complexe. &

En particulier puisque?® :

VP e C,lX], [P(zo) =0<=3Q € C,_1[X], P(X) = (X —20)Q(X)]

Ou C,[X] désigne l'ensemble des polyndmes a coefficients complexes dont le degré est au plus n, on
démontre, par récurrence, le résultat suivant :

Proposition 1.2.4 Tout polynéme P de degré n > 1, se factorise en produit de mondmes :
n
P(X)=A]](X —ax)
k=1
en particulier, P admet exactement n racines, comptées avec multiplicité : {x1,...,x,} '

1.2.2.2 Polyndémes du second degré

Ce théoréme est un théoréme d’existence car il nous dit que les racines existent, mais ne nous donne
aucune information sur la fagon de les trouver. En fait, il est prouvé depuis les travaux d’E. Galois que les
racines des polynomes de degré au moins 5 ne peuvent pas, en général, étre obtenues par calcul algébrique
direct sur les coefficients (additions, multiplications ou extractions de racines). En revanche dés que le
degré du polyndéme est au plus 4, on connait des méthodes générales de résolutions :

Nous allons étudier le cas des polyndémes de degré 2 :

Soit P(X) = aX? +bX + ¢ un polynéme du second degré (a # 0) a coefficients complexes.
Notons z; et 2_ ses deux racines complexes (pas forcément distinctes), qui existent grace au théoréme
de d’Alembert : on a immédiatement

xy+x_ = =b/a

P(X)_G(X$+)(X$—)<:>{ ry-x- = c/a

Exercice: le prouver

Exemple: Ainsi dés que 'on connait une raciine évidente, la deuxiéme ’est aussi.
Dans 2X2 —8X + 6 x4 = 1 est une racine évidente 'autre x_ vérifie

r_+1=4 et I1xox_=3

D’ott on en dédeuit de I'une quelconque de ces équations x_ = 3

Remarque: Cette équivalence est trés utile pour la résolution de systémes du type

® {5

d’inconnues a et b et ou S, P sont des constantes complexes fixées.
En effet les solutions de ce systéme sont exactement les racines du polynéme
X?-S5X+7P
Ainsi la recherche de racines revient a la résolution d’un systéme faisant intervenir leur somme et leur

produit. Cette Méthode est trés utile lorsque 1'une des racines est connue (on parle de racine évidente)
mais dans le le cas général elle est moins efficace.

4on démontrera plus loin ce résultat

15
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Une facon systématique pour trouver les racines est la suivante :

b A

b c b c
PX)=a(X?+-X+)=a(X?+2=-X+ ) =a[(X + —)% — —
(X) = a(X* + - X + ) = a(X? + 25X + =) =a(X + 5-)* — ]

2a
avec

A =b% — 4ac

A est le discriminant associé & P. C’est un nombre complexe, qui comme tout nombre complexe admet
deux (pas forcément distinctes) racines carrées complexes 6 et —d, D’ou :

PX) =al(X + 30° - (55 ) 1= alX —2)(X — )

avec

—b+6
2a

r+ =

Remarque: Lorsque le polynome s’écrit :
P(z) =aX?+2VX 4 ¢

avec un b’ pertinent (par exemple un entier), alors les calculs deviennent plus simple.
On note A’ = b2 — ac le discriminant réduit. Et si ' désigne une racine carrée de ce A’, alors les racines
de P sont :
==
a

r+ =

1.3 Le Point de vue Géométrique : Le Retour

1.3.1 Quelques identités

Nous avons vu que tout nombre complexe z admet une représentation géométrique M (z). Essayons
de traduire quelques propriétés géométriques dans un langage algébrique :

Proposition 1.3.1 Notons A(Z4),B(Zg),C(Z¢c) et D(Zp) quatre points du plan et leurs affizes.

o Vecteurs E(ZB —Z4).
e Mesure d’angle orienté : ( avec A# B et C # D)

e Norme d’un vecteur ou distance entre deux points

—
d(A,B) = |AB|| = |Zp — Z4]

. . - _ - . . .
Démonstration Puisque par Chasles AB = OB — OA on a la premiére identité.

Supposons A # B et C' # D. les complexes Zp — Z¢ et Zg — Z4 étant non nuls, ils admettent une
écriture trigonométrique :

I — A= rABewAB et Zp—Zc = TCDeiGCD

Par construction (et d’aprés ce qui précéde) 45 (resp. cp) correspond a I’angle orienté
(7, AB) = 045 [27]  (resp. (i ,CD) = 0cp [27))
D’aprés les relations de Chasles et les propriétés des arguments, on en déduit :

g g = = Zp — Zo
(3

( B,C’_D>) = (T,C’—lﬁ) —(i,AB)=arg(Zp — Z¢c) —arg(Zp — Z4) = arg(

16
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Enfin si on note Zg — Z4 = x + iy 'écriture algébrique de Zg — Z 4, on a d’aprés ce qui précéde A—B)(m, Y)

et donc .
d(A,B) = ||AB| = Va? + y* = |Zp — Z4]

Remarque 1.3.1 (Inégalité triangulaire)
Etant donnée interprétation géométrique du module, ’inégalité triangulaire est équivalente au fait que
pour trois points quelconques su plan on a

d(A,C) < d(A,B) +d(B,C)  (resp. |AC|| < |AB| + |BCI|)

Ce qui naivement traduit le fait que le chemin le plus court entre deux points est le segment les reliant.
Le cas d’égalité dans ingalité triangulaire : AC = AB + BC arrivant si et seulement si A, B,C sont
alignés dans cet ordre *

Définition 1.3.1 Soient w € C et r € Ry quelconques On appelle disque ouvert (resp. fermé) de centre
w et de rayon r l’ensemble

D(w,r) = {z€C; |z—w|<r} (resp. D(w,r) = {z€C; |z—w|<r})

1.3.2 Quelques transformations

Proposition 1.3.2 FEtant donné les identité précédentes on a

z — Z correspond & une symétrie par rapport a l'axe des x.
—

z — z+ a correspond & une translation (de vecteur OA(a)).

2+ €% correspond & une rotation d’angle 0 et de centre O.

z +— kz (k> 0)correspond a une homothétie de centre O et de rapport k. &

Exercice: le prouver

Exercice: Soit Zy = rpe’? un complexe non nul (et son écriture trigonmétrique).
Quelle transformation envoie U,, sur ’ensemble des racines n-iémes de Zg ?
Que peut-on en conclure sur les points dont les affixes sont les racines n-iémes d’un complexe.

. . . . i 8o
indication : On montrera que ’ensemble de ces racines est {roe’ = w; w € U, }

Proposition 1.3.3
Soient M(z), M'(2') et Q(w) trois points du plan. Soient 0 et k deux réels avec k > 0 On note Hq i
I’homothétie de centre S et de rapport k. et Rq g la rotation de centre 2 et de d’angle 6.

M' = Rqy(M) <= 2 —w=¢€"(z —w)

M' =Ho (M) < 2 —w=k(z —w)

Par ailleurs puisqu’ils sont de méme centre, Rq g et Ho i commutent
RogoHox =HaoxoRape

&

Démonstration Soient M(z) et M’(z') deux points du plan. avec les notations de la proposition on a

/ PR YV ’
M' =Hqr(M) <= QM = kQM <= 2’ —w =k(z —w)

De méme

M' = R 9g(M) <

)

QM = QM |2/ —w| = —2z — w|
(QM, QM) =0 [27] arg (%5) =0 [27]
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Soit d’aprés les propriétés des arguments

r_ |2/ —w| = —2z — w| T
M —RQ,Q(M)<:>{ arg(z' —w) — arg(z —w) =0 [27] = —w=e"(z—-w)

Commutativité

On note respectivement M (z), M'(2') et M"(2"”) un point, son image par Rq ¢ et 'image de ce dernier
par Hg j. leurs affixes sont telles que

Z—w=ePz-w) et 2 —w=k( -w)
D’ou _ .
2 —w=k[e" (2 —w)] = ke (2 —w)

Donc la transformation Hg j o Rq ¢ envoie M(z) sur le point d’affixe ke (z — w) + w.

Si on note P(Zp) 'image de M par Hq i, et Q(Zg) 'image de ce dernier par Rq g, on a alors
Zp—z=k(z—w) et Zg—-w=e"Zp—w)

D’ott par un calcul analogue, la transformation Rq go Hg, 1 envoie M (z) sur le point d’affixe ke® (2 —w)+w.

Conclusion : ces deux transformations envoyant tout point du plan sur des images identiques, on en
déduit qu’elles sont égales... D’ol1 la commutativité.

Définition 1.3.2 Les rotations, les homothéties, les translations ainsi que leurs composées forment l’en-
semble des similitudes directes du plan '

Remarque 1.3.2 ["application Rq o Hq i est la similitude directe de centre Q0 rapport k de d’angle 0 *

Proposition 1.3.4 A toute similitude directe du plan S correspond (4 laide de Uidentification entre P
et C) une et une seule application

f:C —C
z —az+b

(*) (avec (a,b) € C* x C)

Réciproquement a toute application du type (x) correspond une et une seule similitude directe. &

Démonstration Le cas a = 1 correspond aux translations, on ne s’interessera donc qu’au cas a # 1.
Reprenons les notations des propositions ci-dessus :

Puisque ke?(z — w) + w = ke?z + w(1 — ke®) On a prouvé au passage que cette transformation avec
pour application correspondante

zr—az+b avec a =ke? € C*, b=w(l — ke’?) € C

En laisse en exercice les autres cas (composées de centre distinct, translations et leurs composées)
Réciproquement si S est une transformation du plan qui envoi un point d’affixe z en un point d’affixe
az + b avec(a,b) € C* x C et a # 1, alors a admet une écriture trigonométrique (car a # 0), soit

a = ke? avec k>0 et O0€R

et si on pose car (a # 1) :

o b
T 1-a

on voit que az + b = k:ew(z —w) +w et donc S est la composée de Hq i, avec R g °

Remarque 1.3.3 Une similitude directe dont lapplication correspondante s’écrit
z—az+b (avec (a,b) e C* xC et a#1)
est la similitude de rapport |a| d’angle arg(a) et de centre Q(w) qui vérifie (puisque c’est un point fize) :

aw+b=w

18
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Proposition 1.3.5
Toute similitude directe du plan conserve les rapports des distances et les mesures d’angles orientées. &

Démonstration Soient M;(Z;), M2(Zs2), M35(Z3), M4(Z4) quatre points du plan et leurs affixes. Notons
Mi{(Z}), My(Z%), M5(ZE), Mi(Z)) leurs images. Pour chaque i € [|1,4]], on a

Comme

on a alors

De méme

Zi=aZ;+b (avec a€C*,beC et a#1)

Zi—Zé o (O,Z4+b) - (ClZ3+b) - Cl(Z4—Z3) - Z4—Z3
Zé — Zi (G,ZQ + b) — (a21 + b) a(22 — Zl) Zz — Zl

MMy |2y — Z3| _ |Za — Z3| _ MyMs

MMy |Zy—Zy|  |Za—Zi|  MaM,

7l — 7} 74— 73

—_—
= —) = (M1 M5, M3 M. 2
Z} ,Zi) ‘”"9(22721) (M Mz, M3My) [27]

M/M/ MIM/ —
(M1 Mj, M3Mj) = arg(
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