Chapitre 2

Trigonomeétrie

Dans tout ce chapitre nous allons utiliser de I’exponentielle complexe et deux de ses propriétés fon-
damentales (ainsi que celles qui s’en déduisent) : Pour tout 6 et ¢ réels on a :

(1)4 |eic9| -1 et (2) i (0+0) — eiee)i¢
(3) € =€ = 0=¢ [2n]
Remarquons que 'on déduit de (1) et (2)

(0) e—i@ :eﬁz (eie)—l

Le but de ce chapitre est de retrouver (et non démontrer) certaines formules usuelles de trigonométrie,
sachant que par définition

ig def ..
e = cosh +isind

2.1 Relations fonctions Trigonométriques et I’exponentiel com-
plexes

Soient a et b deux réels

Les Formules d’Euler :

sont équivalentes a (0).

La formule de Moivre
Yn €N, (cosa+isina)” = cosna+ isinna

se retrouve isément & partir de (2)

La relation
cos?a+sin®a =1

équivaut a (1)

Dans (0), e™** = e’@ équivaut a dire que cosinus est une fonction paire et sinus une fonction impaire

Vr e R, cos(—x) = cos(x) et sin(—z) = —sin(x)

Enfin on retrouve grace a (3) que : cosinus et sinus sont 27 périodiques

Ve € R, cos(z+2m)=cosz et sin(r+ 27) =sinx
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Remarque 2.1.1 A partir des propriétés de l’exponentielle complexe on retrouve que, pour tout a et b
réels :
cosa =cosb<=3JkecZ;, a=b+2kr ou a=-b+2kn

sina=sinb<= 3k e€Z; a=b+2kr ou a=mw—b+2km

*
Preuve puisque
cosa = cosh < e + e =2cosb e Z>+1=2cosbZ avec Z = e
Comme le discriminant réduit de Z2 —2cosbZ 4+ 1 vaut A’ = cos?b—1 = —sin?b < 0 et que celui-ci
admet comme racine carrée 0’ = isinb, on en déduit que
cosa = cosb < Z =cosb+isinbou Z = cosb—isinb avec Z = e'®
Soit
cosa=coshbe e =e’ ou e=e = a=b[27] ou a=—b[27]
Pour les sinus les calculs sont analogues
sina =sinb < €% — e % = 2jsinb < Z2 —1=2isinbZ avec Z = e'®
le discriminant réduit vaut ici 1 — sin® b = cos? b une racine carrée est cosb d’ot les racines
Z =isinb+cosb ou Z =1isinb—cosb
Soit
. ol ia __ _ib ia __ —ib ia __ _ib ia _ —i(m—b)
sina =sinb< e =¢e" ou e*=—-ee"Se=€e" ou e=e
D’oit la conclusion (on a utilisé ici ™ = —1 qui est une conséquence de (3) et (2)). .

On définit 2 nouvelle fonctions

tan: {xeRVke€Z, v#5+kr} — R
sin(x)

x cos(zx)

cotan: {reR;VkeZ, x #kr} — R

cos(x)
x = sin(z)
On a, pour tout x réel
efia: _ ei:v 6727;1 -1 1— 621':1:
tanz =1 =1 i x #£7w/2 [r]

. . I— =1 .
e~ 4 elx e—2iz +1 1+ e2ix
Exercice: trouver une formule équivalente pour la cotangente
s . : s
Exercice: Montrer que si z # 7 [n]

l+itanz

— 2ix
1—tanzx

tangente et cotangente sont m-périodiques et impaires.

En effet comme quotient d’une fonction paire et impaire il s’agit bien de fonctions impaires.
Par ailleurs

1— 627L(m+7\') 1 — e2iz+2im 1 — e2i

_Zl—&—e%w =tanx

Ve € R, tan(x+m) =

il T e2iatm) "1 erimtain

La périodicité de la cotangente s’en suit puisqu’il s’agit de 'inverse pour la multiplication de la fonction
tangente.
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2.2 Formules d’addition

Pour tout a, b réels
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb et sin(a 4+ b) = sina cosb + cosasin b

Ceci est strictement équivalent a e*(@+0) = giagib

De méme
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb et sin(a — b) = sina cosb — cosasinb

Ces deux formules se déduisent des deux précédentes en prenant —b en lieu et place de b et en exploitant
les parités des fonctions sinus et cosinus.

Proposition 2.2.1 on a pour a # Z[r], b # Z[n] et a +b # 57

tana + tanb

t )= ———— "7
an(a +) 1 —tanatanb
De méme pour a # G[r], b # F[n] et a — b # F[n]

tana — tanb
1+ tanatanb

tan(a — b) =
Preuve Puisque a + b # J[n], tan(a 4 b) et bien défini et d’aprés ce qui précede

sinacosb + cosasinb
tan(a + b) = +

cosacosb —sinasinb

Or, puisque a # [r] et b # T[r], on a cosacosb # 0. On peut diviser numérateur et dénominateur de
Pexpression de tan(a + b) par cosacosb # 0

sinacosb cosasinb
tan(a+b) __ cosacosb + cosacosb __ tana + tanb
— ginasinb 1—tanatanb
cosacosb

Enfin pour la derniére formule, il suffit d’appliquer la formule précédente avec —b en lieu et place de
b sachant qu’alors (vu les hypothéses données sur a et b) on a bien

a+ (—b) ;Ag 27] et —b# g [27]
On conclut alors grace a la parité de la fonction tangente. .

2.3 sommes et produit
Proposition 2.3.1 Quels que soient les réels a et b, on a :
1
cosacosb = i(cos(a —b) + cos(a+b))
o 1
sinasinb = §(cos(a —b) — cos(a + b))

1
sinacosb = g(sin(a +b) + sin(a — b))

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Preuve En reprenant les formules précédentes et en additionnant membre & membre, on trouve

cos(a — b) = cosacosb+sinasinb
cos(a + b) = cosacosb—sinasinb
Dot cos(a —b) +cos(a+b) = 2cosacosb

De méme en soustrayant membre & membre, on trouve

cos(a — b) = cosacosb+sinasinb
cos(a +b) = cosacosb—sinasinb
Dot cos(a —b) —cos(a+b) = 2sinasinb
Enfin en faisant de méme avec la fonction sinus, on trouve
sin(a + b) = sinacosb+ cosasind
sin(a — b) = sinacosb— cosasinb
D'ou sin(a+ b) +sin(a —b) = 2sinacosb
L]
Proposition 2.3.2 Soient p et q deux réels :
cosp+cosq:2cosp+qcosp;q
. . ptq . p—gq
cosp — cosq = —2sin sin —
sinp + sinqg = 2sinp+q cosp ; e
. . . P—q ptgq
sinp — sinq = 2sin cos 5
sin(p + q)
tanp +tang = ———~  avec p#w/2[n] et qF#7/2 7]
COS P COS ¢
tanpftanq:w avec p#7/2(n] et q#w/2][n]
COS P Cos ¢

&

Preuve Ces formules sont directement conséquence des précédentes avec a et b tels que p = a + b et
q=a—b, c’est a dire

p+q pP—q
=— t b=—>
‘T ¢ 2
D’ou
p+q p—q 1
cos cos —5— = §(cos q + cosp)
. ptq. . p—gq 1
sin sin = —(cosq — cosp)
2 2
— 1
sinp+ q cos]% = §(sinp+ sin q)

Enfin cette derniére identité devient lorsque ’on prend —q en lieu et place de ¢ (et grace a la parité du
sinus)
p—q ptqg 1

cos — —§(sinp—sinq)

sin

Pour finir ) ) ) )
sm p n sing  sINpcosqg + cospsing

tanp + tang =
cosp  cosq COS P COS ¢

D’ou le résultat d’aprés la formule d’addition du cosinus.
Enfin du fait que ¢ # 7/2 [r] = —q # ©/2 [r] en prenant —q en lieu et place de ¢ dans la formule qui
vient d’étre démontrée, on trouve ’expression souhaitée pour tanp — tanq .
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2.4 angle double

Proposition 2.4.1 Pour tout x réel, on a :

2

cos(2z) = cos® —sin® = 2cos? —1 = 1 — 2sin?

sin(2z) = 2sinx cos x

2tanx

tan2x = avec x #7/2[w] et 2z # w/2[7]

1 —tan®z

Exercice: le prouver

Remarque: les formules de linéarisation suivantes sont souvent utiles :
Pour z réel, on a

9 14 cos2x . 9 1 —cos2zx
cos x = —— et sin“x = ——
2 2
et 1
1+tan2x:72 pour x #w/2 [w]
cos? x

2.5 ID’arc moitié

Soit D la droite passant par A(—1,0) et ayant pour pente ¢t. C’est la droite d’équation y = tx + t.
lorsque t parcourt R cette droite intersecte, en dehors de A, tous les points du cercle trigonométrique une
une seule fois. Si on note M (cos§;sin @) un tel point, on a pour 8 # 7[2x] :

1—12 2t 2t
(3059:14_7152 et sinf = TIe et tan@zﬁ (pour 0 # 7 /2[r))

On a ainsi construit un paramétrage du cercle trigonométrique privé de A(—1,0) par des fonctions ra-
tionnelles.
Or d’aprés le théoréme de 'angle au centre

t=tan6/2  pour 0 +# w[27]

Ces expressions portent donc le nom de formules de I’arc moitié.

Exercice: Etablir les calculs qui ont conduit jusqu’aux formule de I'arc moitié

Solution :

Notons M (z;y) le point autre que A sur le cercle trigonométrique et la droite D.
x et y vérifient 22 4+4y2=1 y=t(z+1) et (z;y) # (—1;0)

Ce qui équivaut a 22+ y? =1 y=t(z+1) et xr# -1

En remplagant y = t(z + 1) dans la premiére équation on trouve

2 2 2 @£l 2 142 2 _ (1—=2)(14x)
r+tz+ )" =1" 't _mc»t =g

(1+a)
N 2 _ l-a 2 2 _ 2y, _ 2 _ 142
D’ou . t71+;:>t fat*=1—-z=1+t)z=1—1¢ :>:v71+t2
. . . - . _ 12 _ 1-t2414¢2\ _ 2t
En injectant cette identité dans y = t(z + 1), on trouve : y=t ( e + 1) =t (71+t2 ) = T2

Autre Méthode de y = t(z + 1) et 2% + y2 =1 on en tire par substitution 22 + t2(1 + 2z + mz) = 1 Soit
14tz + 282z + (t° —1) =0

D’ou pusique A’ = t* — (1 +¢2)(t?2 — 1) = 1 on trouve les racines, ou encore on sait —1 est racine (évidente plus interdite), d’ou si
21
T2

2¢2
142

x est I'autre racine z + 1 = — ou encore z X (—1) =

Exercice: montrer ces formules & ’aide des formules trigonométriques établies jusqu’ici.

Solution : Posons t = tan? %. On écrit cos 6 = cos 2% = 2cos? g —l,or1+t%= 12 7> D’olt
Ccos 5
2
2 2
05 = 2L 1 —2=t2—-1 _ 1-¢>
cost 14¢2 1+¢2 142
De méme sinf = sin2¢ = 2sin € cos £ = 2tan £ cos? £.
2 2 2 2 2
= 8 20 — _1_ cdui ing — 2t
Or t =tan 5 et cos” § = 15z onen déduit. sin 6 s

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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2.6 Valeurs remarquables

On connait €™ = 1 et €™ = —1. En admettant connu les sens de variations des fonctions cosinus et
des sinus, on en déduit que

- 1 V3 V22 = V3

2 =1 B = 45— T = 4 i— et B = — 4 —

e , € 5 +1 5 e 5 +1 5 et e 5 2

ce qui est équivalent au tableau de valeurs remarquables.
O § 3 3 5 7
sin | 0 % % @ 1 0
cos | 1 § g % 0 -1
tan [0 ¥ 1 V3 X 0
Par ailleurs, grace a (2), on en déduit que pour tout x réel
ei(CEJr‘IT) _ ei(:cfﬂ) — _¢i® ei(ﬂfa:) _ 7(31@7 ei(IJr%) _ i6i17 ei(zfg) _ 77;6”:, ot ei(%fzr) — e

)

D’ou les relations

’ H sin cos tan
—x —sinx Ccos T —tanx

Tr+m || —sinx | —cosx tanx

r—m || —sinx | —cosT tanx
T—x sin x —cosx | —tanx
T+ 5 Ccos T —sginz | - cotanz
r—7%5 || —cosz sinx - cotanx
57— Ccos T sinx cotanz

2.7 Linéarisation et Anti-linéarisation

2.7.1 Linéarisation

Il s’agit d’exprimer la puissance entiére d’une fonction trigonmétrique a I’aide d’une somme "pondérée"
(on parle plutot de combinaison linéaire) de fonctions trigonométriques.

Voici une proposition qui donne la formule générale, il s’agira surtout de savoir retrouver ces formules
et de bien connaitre la méthode de résolution

Proposition 2.7.1 Pour tout n entier et x réel on a :
Sin = 2p avec p € N, Alors

p—1 cp
on 1 no,._ k o ~n
cos" x Z Ccos(n — 2k)x + 3
k=0
p—1 P
2" Lsin"z = (—=1)P ) (=1)FCF cos(n — 2k) 7"
k=0
Sin=2p+1 avec p € N, Alors
P
2" L eos" & = Z C¥ cos(n — 2k)x
k=0
P
2" lgin™ g = (— pz YO sin(n — 2k)x
k=0
)
6
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Démonstration D’aprés la formule d’Euler, et en appliquant la formule du binéme de Newton on
obtient :

(*) 2n71 COSn(.T) — 277,71 (6 +e > ch ik 71,(77, k)x Z C’sei(Qkfn)x

Scindons cette somme en 2
1 . )
n—1 n _ - k i(2k—n)z k _i(2k—n)z
2" cos™(z) = 3 E Cre + E Cre
k€[|0,2]] kel 5 ,nl]

Appliquons le changement de variable k" = n — k dans la deuxiéme somme (¢ : k — n — k envoie ||, n|]
de fagon bijective sur [|0, [|) :

1 . ’ . ’
gn—1 COSn(I) _ 5 Z Cyliez(Zkfn)z + Z CZLL*k 672(2]6 —n)z
keflo, 5] k'eflo, 1|
Or pour tout k' € N, Cﬁ’kl = C’Tfl. D’ott en séparant en deux paquets la premiére somme et en

renommant k l'indice de la derniére somme, on voit que :

1 . .
gn—1 COSn(QJ) _ 5 Z Ck i(2k—n)x + Z Csez@k—n)w + Z Cﬁe—z@k—n)w

ke[|0, %] ke{%}NN k€[]0, %

Soit par regroupement de la premiére et derniére somme

1 . X )
n—1_..n _ = k¢ i(2k—n)z —i(2k—n)z k i(2k—n)z
2" cos" () = 5 E C(e +e )+ E Cye

kello, 21l ke{2}NN
D’ou par la formule d’Euler
(A) 21 cos™ Z C* cos(2k — n)x Z ChelZh—n)z
ke[l0, %] ke{"}mN

Par des calculs similaires on trouve

n—1_..n _on—1(¢€¢ —e n_ (_,L)n - k ikz( _1\n—k 7i(n7k)w_ﬁ - Nk k i(2k—n)z
(%) 2" sin" (z) = 2 ( 5 ) =" ,;Cﬂe (=)™ e =3 Z( 1)*Cre

k=0
On a utilisé le fait que pour tout £ € N, on a (—1)~% = (—1)*. Poursuivons les calculs comme pour la

premiére partie :

n—1_:.n " 7 —n)x n—k' I o—i '—n)x
2" Lsin™(z) = 5 Z (—1)kCkeih—m)z 4 Z (=) F Ok iR =)
ke(l0,%1] k€0, 3]

gn—1 Sin"(x) _ % Z ( ) Ck i(2k— n)w+ Z Clc i(2k— n)a: (_1)n Z (_1)kcﬁefi(2kfn)w

kello, 31l ke{Z}nNN kel|o, 2]

Soit par regroupement de la premiére et derniére somme

n—1_..n _ ﬁ ko, i(2k— n):z: _1\n,—i(2k—n)z _1\kpk i(2k—n)x
(B) 2" 'sin"(x) = > (—1)RCk(e +(=1)"e )+ Y (=DFChe
kell0, 2l ke{3}NN

Pour finir discutons sur la parité de n.

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Si n = 2p est pair Alors , puisque le dernier terme dans les expressions (A) et (B) ne contient qu’un
terme et la premiére somme est indexée sur [|0,p — 1], on a

1

p—l /—/A
271 cos™ Z C¥ cos(2k — n)x + C’p i(2Zp—nje
k=0

1

“1aon = ke vk (i(2k—n) —i(2k—n) i(2p—n)
2" sm‘(x):T Z (—D)FC (=TT 7 HETIEY 4 ()P CP !PT
keflo, 31|

Et on conclut grace a la formule d’Euler.

Sin = 2p + 1 est pair Alors , puisque le dernier terme dans les expressions (A) et (B) ne contient
aucun terme est la premiére somme est indexée sur [|0,p|], on a

p
2" 1 cos™(z) = Z C¥ cos(2k — n)x
k=0

pi

p
Z z(2k: n)r _ e—i(2k:—n);ﬂ)

k=0
Et on conclut grace a la formule d’Euler. .

2"~ gin™ (z)

Remarque 2.7.1 On aurait pu conclure beaucoup plus rapidement en utilisant [’astuce swivante a partir
des expression () et ()

1 , 1o ,
n—1 n _ n—1 n _ - k_i(2k—mn)z | _ * k i(2k—n)z
2"  cos™(x) = Re(2" " cos"(z)) = Re ( E Cre ) =5 g C, Re(e )

2
k=0 k=0
in n 1 n
n—1_..n _ n—1_..n _ v _N\kpki(2k—n)z | _ — k n 1(2k n)x
2" sin"(z) = Re(2" ™ " sin"(z)) = Re < 5 Z( 1)FCre ) =5 Z( 1)*C* Re(i )
k=0 k=0
Et donc
1 n
271 cos™ =3 Z cos(2k —n)x
k=0
2" Lgin"(z) = 1 zn:(—l)ka cos[(2k — n)x + nﬂ]
2 Pt " 2
Cependant ces formules sont moins économiques car ayant deux fois plus de termes que les précédentes
elles sont bien couteuses en temps de calcul (& la main) *

Remarque 2.7.2 Les formules de linérasitation se déduisent les unes des autres grdce auz relations
. ™ . 7r
sinx = cos (a: — 5) et cosx = sin (a: + 5)

En effet, on a par exemple pour n = 2p

2" lgin™ gz = 2" 1 cos™ (a: — 7) pz:l C’,’f coS [(n —2k) (x — g)} + %
k=

D’ot le résultat grice a
cos {(n —2k) (a: — g)} = cos[(n — 2k)z — (p — k)] = cos [(p — k)7] cos(n—2k)x = (—1)P % cos(n—2k)x
Il est @ noter que (—1)P=F = (=1)P(=1)7% = (=1)P(~1)* *

Remarque: pour n = 2, on retrouve les linéarisations du paragraphe 4.
pour n =3, on a

3 1 .. 3 1 . .
oS x:1(0083x+3cosx) et sin :E:Z(?)smx—sm?)x)



2.7. LINEARISATION ET ANTI-LINEARISATION 9

2.7.2 Anti-Linéarisation
Il s’agit de 'opération inverse & la précédente

Proposition 2.7.2 Pour tout x réel et n entier, on a (avec un léger abus de notation)

cosne = E C2k(—1)* cos" 2k g sin?
0<k<n/2

sinnx = E C2RHL 1)k cos" 2R~ g sin?h T o

0<k<(n—1)/2

Démonstration d’aprés la formule de Moivre
n n
cosnx +isinne = (cosz +isinz)" = Z C*(cos )" *(isinz)® = Z CFi* cos"F zsin® o
k=0 k=0
Une sommation par paquets nous donne avec
P ={2k;ke€[l0,n/2]]} et T ={2k+1;k<c]0,n/2]|}
et donc
cosnz + isinnx = Z Cri®cos" *zsin® x + Z C?i® cos" P xsin® x
ac€P beT
Silon a posé ¢ : k — 2k (resp. ¢ : k — 2k 4 1), comme il s’agit de bijections de [|0,n/2]] sur P (resp.
de [|0,n/2]| sur Z on en déduit par changement de variable

cosnx + isinnx = E C2ki2k cos™ =2k g sinF o 4- E C2kHL2R L cogn=2h=1 4 gin 2P H1 o
kef|o,n/2]] ke(lo,n/2]]

Soit avec un léger abus de notation, on trouve

cosnz + isinnx = E C2k(—1)k cos" 2k g sin® x + i E C2RHL(_1)k cosn =2k L g gin?h 1 o
0<k<n/2 0<k<(n—1)/2
D’ou la conclusion par identification des parties réelles et imaginaires °

Remarque 2.7.3 Dans la pratiqgue on n’applique pas la formule directement, mais on applique la méthode
calcul adaptée au nombre n donné. *

2.7.3 Simplification d’une somme
Une facon souvent efficace de réaliser des calculs linéaires ne faisant intervenir quun "type" de fonc-
tions trigonométriques est de voir cette expression comme la partie réelle ou imaginaire d’une expression

complexe faisant intervenir 1’exponentielle complexe. Ainsi par exemple.

Proposition 2.7.3 Pour tout x réel avec x # 02| et n entier on a

En: cos(kx) = sinf(n + 1)%] cosl'y] et z": sin(kx) = sin(n + 1%] sin[ 5]
Sin 5 Gin
k=0 2 o 2

)
Preuve Posons S, = > _cos(kx) +i>_,_, sin(kx). '
On en déduit d’aprés la formule d’une somme d’une suite géométrique de raison e'* # 1 que
) ) 1— ez(n+1):1: ez(n+1)§ 671(n+1)§ _ ez(n+1)§
So= e =Yy = e = e —
k=0 k=0 —¢ e'zle™'z —e'2]
Soit d’aprés la formule d’Euler
9 si z
S, — % 2isin[(n +1)3]
—2isin §
D’ou la conclusion en identifiant parties entiéres et imaginaires °

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro



