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Chapitre 4

Géomeétrie élémentaire de 'espace

N
Notons & 'espace affine (ensemble des points de 'espace)et £ 'espace vectoriel associé(ensemble des
vecteurs de Pespace).

N
Comme pour le plan, on peut munir £ d’une loi de composition interne + (somme de vecteurs).

On peut également lui adjoindre une loi de composition externe - (multiplication d’un vecteur par un
scalaire réel).

N
Ces lois conférent a (&€, 4, ) la structure de R-espace vectoriel.

4.1 Modes de Repérage dans ’espace

4.1.1 Coordonnées Cartésiennes

Définition 4.1.1 (systéme libre)

On dit les systéme (U, v, W) de trois vecteurs est libre lorsqu’ils sont non coplanaires.
Cela implique en particulier que W, U et W sont tous les trois non nuls et distincts.
on a la caractérisation suivante :

(W, , W) libre  si et seulement si Y(a,b,c) € R3, [aﬂ> +b7 +cw =0= (a,b,c) = (0,0,0)]

— — — ; N . . N - 5
lorsque (W, v, W) n'est pas un systéme libre, on dit que le systeme est lié.
— — — s . L — — — g
au + bv 4 cw est ce qu’on appelle une combinaison linéaire des vecteurs w, v et w a& l'aide des
coefficients a,b et c. [

o= = — N . . ) ) e 0
Preuve Soit (u, v, W) un systéme libre. si par absurde 1'un des vecteurs est nul, par exemple w = 0
alors W =0-v 4+ 0- W ce qui signifie que «, v et W sont coplanaires... contradiction
Pour montrer la caractérisation annoncée, il suffit de montrer que

non((ﬂ)7 v, W) libre) si et seulement si non (V(a, b,c) € R3, {aﬂ)—l—b?—i—cﬁ =0= (a,b,c) = OD
c’est a dire :
W,V , W coplanaires si et seulement si 3(a, b, c) € R?, [aﬂ) +bV +cw =0 et (a,bc)# (0,0,0)}

soit encore : w, v, w coplanaires si et seulement si

J(a,b,c) €R?, |aUW +bV +cw =0 et (a#0 ou b#0 ou c#0)

e Montrons I'implication directe :
Supposons ces trois vecteur coplanaires, ce qui signifie que I'un s’écrit comme combinaison linéaire des
deux autres. Par exemple on a pour un couple de réels (o, 3)

U =av + pu
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Et donc on a en posant (a,b,c) = (—1,a, )
auw +bv +cw =0 et (a,b,c) #(0,0,0)

e Montrons la réciproque :
Supposons a @ +bv +cw =0 et (a,b,c) # (0,0,0).
Si par exemple a # 0, on en déduit

On en déduit que W, v, w sont coplanaires.
Les calculs étant analogues dans les autres cas (b # 0 et ¢ # 0), on a bien montré en toute généralité la
réciproque. °

Exercice: écrire la caractérisation d’un systéme de trois vecteurs liés.

Définition 4.1.2 (Repére et coordonnées cartésiennes)

Soient Q un point de lespace &, et (e1, s, e3) un systeme libre.

On dit alors que R := (Q, €1, €3, ¢€3) (resp. B:= (e1,es,e3) Jest un repére de € (resp. une base de ?)
Q est Uorigine du repére €1, es et €3 sont respectivement le premier, deuziéme et le troisiéme vecteur de
base. .

Tout point M (resp. tout vecteur QM ) admet une écriture unique de la forme :

—
QM = zeg + ye_ﬁ + ze—3>
. =4 . . .
On dit que & est un espace vectoriel de dimension 3.

(x,y,2) sont les coordonnées du vecteur QM (resp. du point M) dans le repére R (resp. la base B ).

)

Preuve Nous ne montrerons pas qu’'une telle décomposition existe, mais son unicité
P
unicité : si par 'absurde QM admet deux décompositions suivant la base B

QM = ze; + yes + zes et OM =2'e] +y'es + &3

On en déduit (d’apreés les propriétés des lois + et -)
0 = (28] +yes +263) — (@& +y'& +28) = (@ —2)el + (y—y)e + (2 — )&
Or le systéme (e7, €3, €3 ) étant libre cette combinaison linéaire ne peut contenir que des coefficients nuls :
r—2' =0 yfy’:() et z—2'=0

D’ou la contradiction °

Exemple: En notant O = (0,0,0), T = (1,0,0), (0,1,0) et ¥ = (0,0, 1) on voit que (O,
est un repére de R3. Ce repére porte le nom de repére canonique de R3.

- - —
J = v

T E)

N
Proposition 4.1.1 La donnée d’une base B := (e1,es,e3) permet d’identifier £ a R au moyen de

Uapplication
N

OR3 : R3 — E
(z,y,2) +— xel +yes +zez

Cette application est bijective (surjective et injective) et R-linéaire.
—
On dit qu’elle réalise un isomorphisme d’espaces vectoriels entre R3 et & &

La preuve est identique & celle concernant g2

Remarque 4.1.1 Ces identifications dépendent du choix de la base B.

Awvec les notations ci-dessus :

ors((2,y,2)) désigne le vecteur U coordonnées (x,vy, z) relativement au repére B, on note W (x,y,2)5.
*
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Remarque 4.1.2 Ces identifications (relatives a une base B) nous permettent de voir [’espace vectoriel

? comme ’ensemble R® avec compatibilité des lois vectorielles :

la somme de deux vecteurs correspond a la somme des triplets de coordonnées relatives a B.

Le produit d’un vecteur par un scalaires correspond au produit du triplet des coordonnées relatives a B
par un réel. *

Exercice: Soit B une base quelconque de €. Montrer que uj(x1,y1,21)5 est colinéaire & us(x2,ys2, 22)5
si et seulement si
T1 X2

Yy Y2

Tl T2
z21 22

Y1 Y2
zZ1 22

Remarque 4.1.3 Tout comme a P on peut adjoindre a € une structure affine (relativement & un point
choisi dans & ). Ceci nous permet alors de dire que pour R = (S, €1, €, e3), un repére fixé, £ s’identifie
comme espace affine & R? au moyen de l'isomorphismes d’espace affines

WUps : R3 — E
(£.9,2) = Qo+ (@F +yE +25)

.
Ou la notation Q + U désigne lunique point M tel que QM = .

Cette identification dépend du choix du repére R.

Avec les notations ci-dessus :

Ups((xz,y, 2)) désigne le point de M coordonnées (xz,y, z) relativement au repére R, on note M (x,y, 2)R.
*

Définition 4.1.3 (Caractérisation d’un plan)
Tout plan P est caractérisé par la donné d’un point A et de deux vecteurs libres w; et us. On note
P = A+ Ruj + Rus.

a7 — — . Y- L L — —
M e P < AM, ui etus sont coplanaires <= AM est combinaison linéaire de ui et us

_
On dit que Ruj + Ruy est le plan vectoriel associé a P, on le note P (c’est l’ensemble de vecteurs
admettant un représentant dans P) 'Y

Définition 4.1.4 (Vecteurs Orthogonaux)
Soient U et v deux vecteurs. Soit P un plan vectoriel qui les contient.
—
On dit que W est orthogonal a v lorsque W et v (vus dans P ) le sont. On note u LV o

Définition 4.1.5 (plan et angles orientés)

=
Soit P un plan vectoriel défini a laide de deuz vecteurs libres U et v .
Soit W un vecteur (non nul) orthogonal & U et v .

N
On dira que T oriente P lorsque l’on choisi d’orienter P de fagon dextrogyre par rapport m :

i.e lorsque ’on visse dans le sens positif on avance dans le sens de n

Ittp:/ fwww. jdotec net
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— —
Toute mesure d’angle orientée de vecteurs de P (vus dans P ainsi orienté) sera dite mesure d’angle
. . —
orienté par .
En particulier si (4, V') sont dans le sens direct, on dira que 7 est directement orthogonal & (uw, V). &

Remarque 4.1.4 [l n’existe pas de notion d’angle orienté de deux vecteurs vus dans l'espace. Celle-ci
est toujours liée a un choix arbitraire d’orientation d’un plan les contenant. En revanche on peut toujours
parler d’écart angulaire non orienté de vecteurs vus dans l’espace. *

Définition 4.1.6 Soit R un repére (resp. B).

On dit que R (resp. B) est un repére (resp. une base) orthogonal(e), lorsque les vecteurs de base sont
deux & deuzx orthogonauz.

On dit que R (resp. B) est un repere (resp. une base) orthonormal(e), lorsque les vecteurs de base sont
deuz & deux orthogonauz et normés (de norme 1).

Si de plus le troisiéme vecteur de base est directement orthogonal aux deux premiers (pris dans l'ordre),
on dira qu’il s’agit d’un repére (resp. base) orthonormal(e) direct(e). [ )

—

_
Exemple: (O, 7, , k) est un repére orthonormal direct de R3.

4.1.2 Coordonnées Cylindriques et Sphériques
TGk

Dans toute la suite R = (O, , k) désigne un r.o.n. de €

)

Définition 4.1.7 (Coordonnées Cartésiennes)

soit M (resp. OM ) un point (resp. un vecteur ) de l’espace. On dit qu’il a pour coordonnées cartésiennes
(z,y, z) relativement & R, lorsque

—— - = =
OM=xi +yj +zk

—
x,y, 2z sont respectivement appelés abscisse, ordonnée et cote de M (resp. OM ) [

) - — . — SN
Dans le plan P passant par O engendré par les vecteurs i, j et orienté par k, on note uj et vg les
— —
vecteurs de base du repére polaire associé a (O, i, j) (r.o.n.d. de P).

— — — —
Up =cosf i +sinf j et Vg = —sinf i +cosf j

Pour tout point M (z,y, z) on dit que m(z,y,0) est le projeté orthogonal de M sur P.

Définition 4.1.8 (Coordonnées Cylindriques)

—
Soit M (resp. OM ) un point (resp. un vecteur ) de l’espace.
On dit qu’il a pour coordonnées cylindriques (r, 0, h) relativement a R, lorsque

0—1\)4:r179>+h?
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h est la cote de M (resp O—J\/[)
(r,0) est un couple de coordonnées polaires de m projeté orthogonal de M sur P (vu dans P) [ )

Proposition 4.1.2 (Changement de Coordonnées) Soit M de coordonnées cartésiennes (x,y,z) et
de coordonnées cylindriques (r,0, h) relativement ¢ R. On a alors

r = rcosf
y = rsinf
z = h

Définition 4.1.9 (Coordonnées Sphériques)

soit M (resp. OM ) un point (resp. un vecteur ) de lespace. on dit qu’il a pour coordonnées sphériques
(R, 0, ) relativement & R, lorsque R >0, 6 € [0, 7] et ¢ € R vérifient

Y . g -
OM = Rsinfug + Rcosf k

R est la norme de OM -
0 est la colatitude de M, c’est une mesure de 'écart angulaire non orienté (k ,OM)

@ est la longitude (ou azimuth) de M, c¢’est une mesure de l’angle polaire de m projeté orthogonal de M
sur P (vu dans P) [ )

N
Remarque 4.1.5 Dans le plan P’ passant par O engendré par u—g; et k , le point M (vu dans P) admet
-

(R, 0) pour coordonnées polaires relativement & l’aze polaire (O, k).
Pangle o = 5 — 0 s’appelle la latitude de M *

Proposition 4.1.3 (Changement de Coordonnées) Soit M de coordonnées cartésiennes (x,vy,z) et
de coordonnées sphériques (R, 0, ) relativement @ R. On a alors

x = Rsinfcosyp
y = Rsinfsing
z = Rcos@
)
7
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Définition 4.1.10 (Equation cartésienne)
Soit T un ensemble de points de lespace, et f : R? — £ est une fonction donnée On dit que

f(x,y,z) =0

est une équation cartésienne de T' relativement au repére R = (0, €1, €3, €3), lorsque :
T est l’ensemble des points M dont les coordonnées (x,y, z) relativement au repére R vérifient

f(@,y,2) =0

r={Mce¢| I(x,y, 2) € R3; W:me_f—kye_ﬁ—kze_p: et f(x,y,z) =0}
[ )
Définition 4.1.11 (Equations parameétrées)

Soit T' un ensemble de points de lespace, et f : R? — R, g: R? — R et h : R? — R trois fonctions
réelles. On dit que

z = f(t)
y=g(t) teA
z = h(t)

est une équation parameétrée de T relativement au repére R = (Q, €1, e3,€3), lorsque :
T est l’ensemble des points M dont les coordonnées (x,y, z) relativement au repére R vérifient

x=f(t), y=gk) et z=h(t) avec t € A

A désigne un sous-ensemble de R (ou R?), Dans la pratique il s’agira souvent d’un intervalle (ou produit
d’intervalles).

T={Mec& 3IteR QM=f({t)e +g(t)es +h(t)es}
.

On définit de méme les équations cylindriques et sphériques d’un ensemble de points de 1’espace donné.

4.2 Produit Scalaire

4.2.1 Définitions et Propriétés

Etant donné que deux vecteurs peuvent toujours étre vus dans un plan le contenant on peut définir le
produit scalaire de deux vecteurs de I’espace comme celui de ces mémes vecteurs vu dans un plan. Cette
définition est indépendante du choix du plan choisi. Plus précisément on a

Définition 4.2.1 (Géométrique) Soient U et v deux vecteurs de l’espace, on appelle produit scalaire
de W et U le réel noté w - v est défini par

= ||| x ||V cos® Si W et v non nuls

el =
<l <]

= 0 sinon

y ; 5 5 . — —
O 6 est une mesure (non orientée ) de ’écart angulaire (u,v').
P . - - . == — =
Pour éviter toute confusion avec la loi de composition externe, on note aussi (W |v) ou < W|v > pour
désigner le produit scalaire. 'Y

ainsi le produit scalaire dans ’espace vérifie les mémes propriétés que le produit scalaire dans le plan.
A savoir :

Proposition 4.2.1 Deuz vecteurs u et v sont orthogonauz si et seulement si w - v =0 &

Proposition 4.2.2 application produit scalaire (-|-) : ? X ? — R est bilinéaire et symétrique. '
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_
Corollaire 4.2.3 soient W et v deuz vecteurs de &

W+ TI = I+ 2wT) + T
R N e i N
@+ T[T -T) = [T
@7) = 7+ TP -7 -7
AT +ITI) = 17+ TP+ |7 -~ 7|

&

En effet pour se convaincre de la véracité des propositions ci-dessus, il suffit de constater que les
notions de somme, différence, multiplication par un scalaire, produit scalaire, norme, écart angulaire
non orienté et orthogonalité de deux vecteurs de l’espace coincident avec celles de somme, différence,
multiplication par un scalaire, produit scalaire, norme, mesure d’angle non orienté et orthogonalité de
ces deux mémes vecteurs vus dans un plan les contenant.

On retrouve alors les propriétés similaires suivantes.

Proposition 4.2.4 (Caractérisation a ’aide des coordonnées cartésiennes dans une b.o.n)

i
Soit B une base orthonormée de & , on note U (x,y,2)s et v (2',y',2' )5 on a alors

-V =ax +yy + 22

Preuve Par bilinéarité du produit scalaire on a
— — — — — 1= 1= I
w-v = (we]+yes+zez)  (2'e] +y'es +2'esz)
— = I— = n— — - = — = = = — = — = = =
= xz(z'ef -e1 +y'el ez +2"ef ce3) +y(a'es el +y'es -es+2'es - e3)+z(x'es e +y'es - es + 2'es - e3)
—_ = - — - — N
= x(2'e] - €1) +y(yes es)+z('es - e3) (car vecteurs 2 & 2 orthogonaux)
= za' +yy + 22 (car vecteurs normés)

. P — . N - = —
Corollaire 4.2.5 Les coordonnées (x,y,z) d'un vecteur u relativement & une b.o.n. B = (e, ez, e3),

sont données par

— = — = — =
r=u-eq Y= U -ey et Z= U -e3
&
Corollaire 4.2.6 Soit R un r.0.n. Si A(xa,ya,24)r et B(xp,yp,28)r, alors
AB = \/(zp —xa)®+ (yp — ya)> + (2B — 24)2
s

Exercice: Démontrer le théoréme de Pythagore :

ULV =W+ =P+

4.2.2 Projection orthogonale et vecteur normal

les notions de mesure algébrique sur une droite orientée, et de projeté orthogonal sur un droite (ainsi
que sa caractérisation en terme de distance) restant en tout point identique & celles décrites dans le plan
on a

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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A H B H A B

Proposition 4.2.7 (Interprétation en terme de projection) Soient A, B, C trois points de l’espace.
et soit H le projeté orthogonal de C sur (AB), alors

—_— — -

AB-AC = AB-AH
ot AH est la mesure algébrique relativement a la droite (AB) orientée par AB &
Définition 4.2.2 (Normale a un plan) Soit P un plan passant par un point A et dont deux vecteurs
libres sont donnés par u et v . On dit que W (vecteur non nul) est normal au plan P (ou encore que P
est orthogonal & 1) lorsque

wilu et WLV
Cette définition est indépendante du choiz de W et v . Plus précisément :

—

Pour tout vecteur W de P on a WLT 'y

— A . . . o, s — — — —
Preuve Tout vecteur de w de P s’écrit comme combinaison linéaire de u et v (car (4, w, v') forme

une repére de P). Et donc

— —
(3

— — — N — -
w=au +bv dou wW-n=a ven

T+ b =0

Corollaire 4.2.8 Une droite est orthogonale a toutes les droites d’un plan si et seulement si elle est
orthogonale o deux droites sécantes de ce plan '

Définition 4.2.3 Soit P un plan passant par A et dont deuz vecteurs libres sont donnés par W et v .
Pour tout point M € &, le projeté orthogonal de M sur P est l'unique point H vérifiant

—_— —_—

MH1u MH1v et HeP

H est l'unique point qui minimise la fonction P — d(M, P) lorsque P parcourt P,

on dit que d(M,P) O MH est la distance de M a P. [

10
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Preuve Nous ne montrerons pas 1’existence elle sera un conséquence de ’existence d’un vecteur normal
a tout plan. la preuve de l'unicité est laissée en exercice.

Soit H le projeté orthogonal, montrons sa caractérisation a I’aide de la distance :

En effet si M = H, il n’y a rien & montrer. Supposons alors que M # H

e Montrons que H minimise la distance de M aux points de P.

On a alors M H est normal & P, et donc orthogonal & tout vecteur de P comme par exemple PH lorsque
P € P. Ainsi d’aprés le théoréme de Pythagore on a :

(+)  |PM|®=|PH+ HM|? = |PH|? + |[HM|? > | HM|?

Ainsi pour tout P de P, on a bien PM > HM
e Montrons que H 1'unique point qui réalise cette distance.
En effet si H' € P est un point distinct de H qui réalise ce minimum alors on a, grace a Pythagore :

H'M?=HH?>+HM?=H'H?>+ H'M? dou HH =0

Et donc H' = H ce qui est une contradiction, on a donc montré par I'absurde qu’il n’y a que le projeté
H qui réalise ce minimum. °

Remarque 4.2.1 En reprenant les notations de la proposition on a PN (M +R7) = {H} *

o . . d — - P
Proposition 4.2.9 Soient uy et us deux vecteurs non colinéaires.
. — . = —
1. 1l existe un vecteur non nul wg orthogonal & ui et us
. — — —
2. les vecteurs orthogonaux & ui et us sont les vecteurs Awgy pour A € R
> . . C . — —
3. les vecteurs orthogonaux a wqy sont les combinaisons linéaires de uq et us
- —
)

-
, j, k) unr.on. Posons :

Preuve Soit R = (O,

w1 (21,91, 21)R et U3 (w2, Y2, 22)R

Comme ils ne sont pas colinéaires on a par exemple (les autres cas étant similaires on ne traitera que
cet exemple)

r1 T2 IS r1 Y1
A= 0 Dou A= 0
Yy Y2 7 T2 Y2 7
soit w (X,Y, Z)r
— = — = le—l—le—i—le = 0 $1X—|—y1Y = -7
wlu; et wJ_u2<:>{ 22X + 1Y + 207 = 0 2o X 1Y = -7

Or a Z fixé ce systéme 2 x 2 est un systéme de Cramer et son unique couple solution est donné par

‘ —2:1Z Y1 I —21Z ‘
_ZQZ Y2 X9 —ZQZ
X=—""1 ¢ y=12 =21
A ¢ A
Posons
’ —21 N T —2
—22 Y2 T2 22
A== 1 t B=1"*"_"1
A ¢ A

Par bilinéarité du déterminant on a

wlu, et Wlus<—= X=AZ et Y =BZ

e Montrons la premiére assertion : le vecteur wp(A, B, 1)z convient
e Montrons la deuxiéme assertion.
on a montré que
Wl et Wlus <= w = Zuwy

11
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e Montrons la troisiéme assertion.
e L A . . . . ., . — — . —>
Par bilinéarité du produit scalaire les combinaisons linéaires de uq et us sont orthogonales & wyg.
P L > — . . ., . —
Réciproquement soit u (z,y, Z)R orthogonal & w, on veut montrer que « est combinaison linéaire de uj
—
et us.

Rappelons que par non colinéarité de u; et uz, on a (par exemple)

Ty T2
Yy Y2

A= #0

On peut donc trouver un couple (A, p) (et un seul) solution du systéme

Az +pre =
Ayr+py2 =y

Comme par ailleurs wy(A, B, 1)z étant orthogonal & uy,us et @ on a

—Ar1—Byi1=21 —Axs—By; =20 et —Ar—By==z

Donc
Az1 + pag B - B
{ M s = = Az1 + pzo = —A(Ax1 + pxs) — B(Ay1 + pye) = —Az — By ==z
Donc
W = Nuj + pi

Corollaire 4.2.10

Tout plan admet un vecteur normal T, et tout autre vecteur normal est colinéaire & celui-ci.
Réciproquement si . est un vecteur non nul et A un point de l’espace, il existe un et un seul plan passant
par A et de vecteur normal 7. On le note A+ (R7)*

—

MeA+Rn): <= AM 17
»

Preuve Puisque tout plan P s’écrit A + Rug + Rugs avec uy et ug libres. la proposition précédente nous
montre et nous caractérise les normales a P.

Réciproquement si 7 # 0 on peut considérer un certain plan le contenant, or vu dans ce plan 7 admet
un vecteur orthogonal non nul, notons le ;.

Vu dans &, u; reste orthogonal a 7.

Puisque 7 Lu; ils sont non colinéaires (le prouver) et donc la proposition précédente nous affirme qu’il
existe un vecteur us non nul orthogonal a Uy et a .

On en déduit que u; et uy sont deux vecteurs libres orthogonaux a 7 et donc d’aprés la proposition
précédente

AM 17 <= AM est combinaison linéaire de uj et u3 <= M € A + Ru; + Rus

Remarque 4.2.2 Tout plan admet exactement deux vecteurs unitaires normaux n et —n . Ces deux
vecteurs donnent les deux orientations possibles du plan. *

Proposition 4.2.11 Soit A un point et & un vecteur (non nul) Pour tout réel k l’ensemble Ay des
—
points M € € tels que u - AM =k est un plan dont U est un vecteur normal &

—
Preuve e Soit My un point vérifiant o - AM = k (I'existence de ce point est laissée en exercice).

H’~m:k@W»W:U-AMO@Eﬁmfﬂ\AMO:O<:>ﬂ’~(mfAMo):0

12
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Soit
M e Ay <= U -MyM =0+ M€ My+ (R%)*

e Réciproquement,nous avons vu que tout plan de normal @ et passant par M, vérifie
—_ —
MeP<— MM -u =0<= AM -u =k

N . A =
ou l'on a posé k = AMy - u

Proposition 4.2.12 Soit P la plan passant par A et de normale 7. Pour tout point M € £,on a

|AM - 77|
AMP) =m0

Preuve Soit H le projeté orthogonal de M sur P puisque AH L7 .

AM - =AH -7 +HM-n = HM||7|
—_—

=0

N s . -
ol la mesure algébrique est orientée par n

4.2.3 Bases orthonormées

Proposition 4.2.13 Tout vecteur w normé peut étre complété en un base orthonormé de ’espace méme

en une b.o.n.d de [’espace.

Il en va de méme lorsque l’on se donne un point et un vecteur qui peuvent étre complétés en un r.0.n.

voire r.0.n.d. d’origine et de premier vecteur...

Preuve .....

Proposition 4.2.14 (Changement de Base)
Soient B = (e{,e3,e3) et B' = (e1’,e3’,e3’) deuzx b.o.n. de lespace.
On note

e1'(a1,bi,c1)s es'(az,ba,c2)p et e3'(as, b3, c3)B
Soit U (z,y,2)p et u(x',y',2" g, alors
z = a7’ +axy’ +asz’ ¥ = ax+by+ciz
y b1z’ + by + b3z’ et Yy = agx+ by +coz
z = c1x' + ey + 32 2 = azr+b3y+c3z

Preuve 1l suffit de voir pour le premier systéme coordonnés que

&

— 1—>1 1—=—>1 1—>1 / — — — / — — — / — — —
u=uael +y'es +2es’ =a'(are] +bres +cres) +y'(aze] + baes + coesz) + 2’ (aseq + bses + cses)

D’ou les coordonnées relativement a B.

A partir du systéme obtenu on alors en notant (L1), (L2), (L3) les trois lignes de ce systéme on obtient

le systéme suivant ot

(L)) « a;(L1) + b;(L2) + ¢;(L3) pour ¢ € {1,2,3}

ar+biy+ez = a(ar’ +azy +az2’) +bi(b1a’ + bay' +b32") + cr(er1a’ + cay’ + c32')
a2 +boy + 2z = as(ar1z’ + azy’ +azz’) + ba(b12’ + bay' + b32") + ca(c12” + c2y’ + c32')
asx + b3y +csz = ag(arx’ + agy’ + azz’) + b3(brx’ + bay’ + bs2’) + ca(cra’ + coy’ + ¢32)
On conclut grace au fait que pour ¢ # j avec i, j pris dans {1, 2,3}
al +bi+ci=|e'|*>=1 et aja;+bbj+cic;i=¢' ¢ =0
13
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14 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ELEMENTAIRE DE L’ESPACE

Remarque 4.2.3 le systéme exprimant le passage des nouvelles aux anciennes coordonnées reste valable
pour des bases B et B’ quelconques. *

Remarque 4.2.4 Comme pour le plan, le passage de l’ancienne & la nouvelle base se fait de fagon
contravariante par rapport au passage des anciennes aur nouvelles coordonnées.

— — — —
e;’ = aie] +bies +cies z = a1z’ + a0y +as2’
— — — —
es’ = age] +byes +coes et y = bz’ +boy + b3z’
— — — —
e3’ = asel +bses +czes z = a1’ +cy +e37

Corollaire 4.2.15 (Changement de repéres orthonormés)
Soient R = (Q, €1, €3, e3) et R' = (U, e1',e3',e3') deux b.o.n. de l’espace.
On note

e'(a;, b, ¢i)p et (o, B,7)r

Soit M(x,y,z)r et M(z',y', 2" )r/, alors

x a+ a1z’ + agy’ + az?’ ¥ = a(z—a)+bi(y—pB)+clz—7)
y = B+bia’ +bay +b3 et Yy = ax(z—a)+b(y—pB)+clz—7)
z = ytar +ey + e 7= ag(z—a)+bs(y— B) +es(z—)

4.3 Produit Vectoriel

. - =
Dans toute cette section ’espace est rapporté au r.omd. R=(0, i, j, k

)

) ?

4.3.1 Définitions et Propriétés

Définition 4.3.1 (Géométrique) Soient u et v deux vecteurs de l’espace, on appelle produit vectoriel
de W et v le vecteur noté W AU et défini par

UANV = ||U| x|V sin0n Si W et ¥ non colinéaires
— = .
uANv = 0 sinon

Dans le cas non colinéaire :
- . . — —
Notons P le plan vectoriel engendré par w et v .
— o = S —
n est le vecteur unitaire normal & P directement orthogonal ¢ (W, ).
s — — . . —
0 est une mesure de 'angle (W, V") orienté par 7. '

Remarque 4.3.1 Si u et v sont indépendants, w AU est le vecteur directement orthogonal a (', ')
et de norme ||| || 7| sin(, v)].
On peut s’aider de la régle des trois doigts.

*
Remarque 4.3.2 la proposition caractérisant les vecteurs orthogonauxr & deur vecteurs indépendants

nous donne :
. — — .
Soient uqi et us deux vecteurs non colinéaires.

14



4.3. PRODUIT VECTORIEL 15

1. a1 AN ug orthogonal a ul et us
2. les vecteurs orthogonauzx & ur et uy sont les vecteurs \uj A ug pour A € R

= — . L — —
3. les vecteurs orthogonauzx a ui A uz sont les combinaisons linéaires (CL) de uy et uy

Exercice: Montrer que
- v + [lu Aol = flul?[loff?

i — — Lo . L — — <
Proposition 4.3.1 Deuz vecteurs u et v sont colinéaires si et seulement si u A v = 0 &

Proposition 4.3.2 une b.o.n. (W, v, W) est directe si et seulement si W = u AV .
—
v

; . g — s — — —
En particulier, si @ et ¥ sont normés et orthogonauz alors (W, v, w A V) est une b.o.n.d. &

. — -3 — . —\
Remarque 4.3.3 Soient © et AB deux vecteurs, supposons w non nul et soit P = A+ (Ru)*- et
orienté par U .

On note Il3; la projection orthogonale sur le plan P, Rot+ la rotation d’angle 3 et de centre A dans
P et Hom— Uhomothétie de centre A et de rapport ||ul|

Alors si on note By, Ba, B3 les images successives
B1 = HW(B) B2 = ROtﬁ(Bl) et B3 = HO’I’TL? (BQ)

On a

—_— —

U ANAB = AB;4

Proposition 4.3.3 [application produit vectoriel - N\ - : 3 X ? — 3 est bilinéaire et anti-symétrique.

&

Preuve Dans cette preuve nous notons :

W4 =+ le vecteur unitaire directement orthogonal a (U, v')

Det(w ) lapplication déterminant définie sur le plan vectoriel engendré par U et ¥ et orienté par
=

—
nw,v-

On a en particulier
TAT = Deto (T

—\—
T v)n

=l

)
)

15
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16 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ELEMENTAIRE DE L’ESPACE

e Anti-symeétrie.
. — — o, . P . P .
Si W et v sont colinéaires c’est trivial. sinon cela découle du fait que :

Wﬁ - = ,ﬁ? =z et Detﬁ,ﬁ(ﬂ), ?) = *Detﬁ,?(?, 7) = Detﬁvﬁ(ﬂ), ?)

i )

Grace a cette antisymétrie il suffit de prouver la linéarité par rapport a la deuxiéme composante.

e Homogénéité relativement a la deuxiéme composante.
. — —_ L, . .. . 4
Si A et v sont colinéaires, c’est trivial. Sinon cela découle de

A A
AT = %ﬁﬁ,? et Detyg 5 (AU, V) = ADety 5 (v, w) = L/\‘Detﬂ,w(ﬁa V)

—
n

e Additivité relativement a la deuxiéme composante.
Solent ', v, W avec w non nul (sinon trivial) .

Notons ¥ = AB et W = A—d et U+ w = XB, avec les notations de la remarque précédente on a
B1 = Hu(B) B2 = Rotu(Bl) et Bg = Homu(Bg)

idem pour C' et D.

Alors on a par affinité de la projection orthogonale, de la rotation et de I'homothétie.
—_— — —
AD; = AB; + AC;

Montrons le pour ¢ = 1

D’aprés la proposition dire que ¥ est normal a
P équivaut a dire que v = A . Ainsi par définition
du projeté orthogonal

BB, =pu CCi=~u et DD =6u

et comme By € P,Cy € P,D; € P (par définition
du projeté orthogonal)mais aussi A € P.

|

AB,- W =0 AC,- W =0 et AD;- W =0

—_— = —

Puisque AD = AB + AC, on en déduit que

-

(*) AD1 — DD1 = ABl — BBl + ACl - CCl
D’ou en multipliant scalairement par o
=o|@|® = =Bl |* - vl

Comme o # 6), cette derniére égalité implique

=0+~ et donc DDy = BB; +CC}

—_— s ——
Et donc () devient AD; = ABy + ACy

pour i=2 il suffit de se placer dans le plan et de passer aux affixes des points dans un certain r.o.n.d.
de ce plan

pour i=3 c’est immédiat. CQFD

On en déduit alors

— —

TA(T+W)=TAAD = AD3 = AB3 + ACs = W AAB+ TAAC =T AT+ T AT

16
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Proposition 4.3.4 (Caractérisation a ’aide des coordonnées cartésiennes dans une b.o.n.d.)
—
On rappelle que B est une b.o.n.d. de &, on note U (z,y,2)s et v (2',y',2 )5 on a alors

/ / /
7/\7(ny 7$$/’$$/)
z oz z oz y oy 5
&
Remarque 4.3.4 On peut retrouver cette expression en notant
2z z x xz
uN y oy |-y Y
z 2 z 2 =z’
B
*
Preuve grace a
- - > - - = - = =
i ANgj =k kNt =] et I Nk =1
On en déduit par antisymétrie et colinéarité. °
4.3.2 Applications
Proposition 4.3.5 (Aire d’un parallélogramme)
. —_— —
soient AB et AC deux vecteurs non nuls.
e ) . — —
|[AB A AC|| est Uaire du parallélogramme construit sur AB et AC &

— —

Preuve Si AB et AC sont colinéaires c’est trivial. Sinon : -

Soit P le plan passant par A et contenant AB et AC en mettant un indice P & tout vecteur et opérateur
—

vu dans P on a

—
—_— — —_— —

—_— — —_— = —_— —_— . _— ——
|IABAAC| = || AB| ||AC||s1n(AB,AC’)‘ - )||AB7—,»||7—3>||AC7—5|\7—,»s1n(AB7—D>,AC7—,>)7—,» = |Det5(AB, ACS,)|

‘P étant orienté de fagon quelconque e On en déduit

Corollaire 4.3.6 Soit D la droite passant par A et B. Pour tout point M € £,on a

—_— ——
a1,y — 1AM A 4B

AB

17
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18 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ELEMENTAIRE DE L’ESPACE

4.4 Déterminant ou Produit Mixte

4.4.1 Définitions et Propriétés

Définition 4.4.1 Soient W, U et W trois vecteurs de l’espace, on appelle déterminant de w, v et w le

réel noté Det(w, v, W) et défini par

Del(T, T, W) = (TAT)- T

On note aussi cette quantité [w, v, W] on parle alors du produit mizte de W, v et W [

Proposition 4.4.1 Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si
Det(W, 7, ) = 0

ils forment une base si et seulement si

Det(@, T, W) £ 0

Démonstration premiére équivalence :
Si u et v colinéaires c’est trivial. si non

Det =0<= (UAV) - W=0<=WL(uUAD)
or U AU orthogonal & @ et & ¥ donc : les seuls w orthogonaux a @ A ¥ sont CL de u et v (voir
proposition plus haut)... CQFD °

Proposition 4.4.2 Si B = (e{,e3,e3) b.o.n alors
)

2
B b.o.n.d. siet seulement si Det(e7, ez, e3) =1 &

Proposition 4.4.3 lapplication déterminant Det : ? X ? X ? — R est trilinéaire et antisymétrique.

Trilinéaire i.e. elle est linéaire relativement a chacune de ses trois composantes.
Par exemple

V(uy,u, v, W) e €Y, Det(w + i3, ¥, W) = Det(a;, v, @) + Det(w, ¥, 0)
YO\ W, 0, w) €R x £3 Det(\u, v, w) = ADet(u v, w)

antisymétrique i.e. que le déterminant de trois vecteurs change de signe lorsque [’on permute deux
d’entre euz.

V@, T, W) € €3, Det(T, T, W) = Det(W, T, W) = Det(TW, T, T) = —Del(T, T, )

&

Preuve Par linéarité du produit scalaire, antisymétrie du produit vectoriel puis symétrie du produit
scalaire. °

Remarque 4.4.1 la permutation circulaire de trois vecteurs ne change pas la valeur du déterminant
Del(T, T, W) = Det(w, T, T) = Det(V, @, )

*

Proposition 4.4.4 (Caractérisation a 1’aide des coordonnées cartésiennes dans une b.o.n.d.)

_
On rappelle que B est une b.o.n.d. de &, on note U (z,y,2)s et v (z',y',2')s on a alors
Det(u1,u3,u3) = T1y223 + T2y321 + Tay122 — T1Y322 — T3Y221 — T2Y1723

On note ausst
r1 T2 X3
— — —
Det(ui,uz,u3) = | y1 y2 ¥Ys
Z1 zZ9 z3

18



4.4. DETERMINANT OU PRODUIT MIXTE 19

Preuve Gréce aux expressions du produit scalaire et du produit vectoriel dans b.o.n.d.

Y1 Y2
zZ1 22

Ty T2
Yy Y2

— L — Tl T2
(ul/\UQ)"LL3: X T3 — 5 5 X Y3 + X 23
1 2

Remarque 4.4.2 On peut retenir la formule dite de développement du déterminant par rapport & la
derniére colonne

Ty T2 I3

Y Y2 Ys | =
z1 z9 z3

Y1 Y2
Z1 22

1 T2
Y1 Y2

Ty T2

X T3 —
21 22

X Y3 + X 23

Et puisque le déterminant est invariant par permutation circulaire on a aussi le développement rapport a
la premiere colonne

Ty T2 I3

Yr Y2 Yz | =x1 X
Z1 R2 23

Y2 Y3
Z2  Z3

T2 T3
Z2  Z3

T2 I3
Y2 Y3

—yn X + 21 X

On pourrait également parler du développement par rapport a la deuziéme colonne :

xry T2 X3

Y1 Y2 Yz | = —x2 X
Z1 zZ9 z3

1 I3

Y1 Ys
z zZ1 zZ3

a7z + Y2 X

— 29 X
2 Y1 Y3

x 5173‘

Remarque 4.4.3 (Méthode de Sarrus) On recopie les deux premiéres lignes du tableau sous le ta-
bleau correspondant au déterminant cherché, puis on effectue les produits en diagonale, chacun étant
affecté du signe + ou — selon le schéma

\

e

4.4.2 Applications
—_— - —
Proposition 4.4.5 (Interprétation Géométrique) FEtant donnés trois vecteurs AB, AC, AD de l’es-

—_— — —— —_— —
pace, |Det(AB, AC, AD)| est égal au volume du parallélépipéde dont les cotés sont portés par AB, AC et
—

AD L)

19
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20 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ELEMENTAIRE DE L’ESPACE

Preuve Si on note H projeté orthogonal de D sur P 'aire du parallélépipéde ABCDEF est égal a

Aire(ABCE) - HD = |AB A AC|| - ||HD| = |(AB A AC) - HD|| = |Det(AB, AC, HD)|

—_— — —— —_— - —

or Det(AB, AC, HD) = Det(AB, AC, AD) + Det(AB, AC, HA) .

=0

Corollaire 4.4.6 Soit P le plan passant par A et dirigé par deuzr vecteurs libres AB et de Pour tout
point M € £,on a

| Det(AB, AC, AM)|

d(M, P i
4.7) |AB A AC|

&

Preuve Premiére preuve : Si on note H projeté orthogonal de M sur P laire du parallélépipéde
ABCMDE est égal a

Aire(ABCD) - MH = ||AB A AC|| - d(M, D)

Proposition 4.4.7 Soit A un point et W,V deuzx vecteurs libres. Pour tout réel k Uensemble Ay, des

—
points M € € tels que Det(W, v, AM) = k est un plan dirigée par u et v Y
Preuve Soit Mj sol particuliére (par exemple prendre AMy = == Y AT).

M € Ay <= Det(W, 0, AM) = Det(W, V', AMy) <= Det(W, v, AM) — Det(, v, AMq) = 0

—_— —_—
D’oit M € A}, si et seulement si Det(w, v, MoM) =0 si et seulement si u, v, MoM coplanaires.

4.5 Plans de I’espace

4.5.1 Equations

Dans toute cette section ’espace est rapporté a un r.o.n.d. R. on note B la b.o.n.d. associée.

Proposition 4.5.1 (Equation paramétrique)

Ici R et B sont quelconques.

Soit A(a,b,c)r un point de l'espace et ui(ay, B1,71)5, ws(az, Bo,¥2)5 deuz vecteurs non nuls de ’espace.
Une équation paramétrique dans R du plan A + Ru; + Rus est donnée par

x = a+ A+ pog
y = b+ G+ ube (A, p) € R?
z = ctIntpy

&

Exercice: Ecrire une équation paramétrique du plan passant par les points A(3,2,2), B(5,—2,1) et
C(7,0,—1).
Preuve Soit M(z,y)r € &€
— RV —
MeA+RY <= INeR; AM =\u

D’ot en passant aux coordonnées (z,y) de M on a

McA+RY < INER;, z—a=Xa et y—b=\3

20
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Proposition 4.5.2 (Equation cartésienne et vecteur normal) Soit P un plan de lespace. alors il
admet pour équation cartésienne dans R (r.o.n.)

(%) ar+by+cz+d=0 avec (a,b,c) # (0,0,0)

ot a, b, c,d sont des constantes réelles.
Réciproqguement toute équation de ce type est une équation de plan En particulier :
le vecteur T (a,b,c)s est un vecteur normal de P

&

Démonstration
e Soit P une droite de vecteur normal 7' (a, b, ¢)z et passant par un point My(xg, o, 20)r Soit M (z,y, 2)r
un point de ’espace, on a :

M €D+ MgM 17 <= MM -7 =0 <= a(z —x0) +b(y —yo) +c(z —2) =0

On reconnait bien une équation du type az + by + cz +d = 0 avec (a,b,c) # (0,0,0) (car 7 # 6)) et
c= —azg — byy — czg
e Soit P I’ensemble d’équation (). Posons 7 (a, b, ¢)r.
—
M(z,y,z2) R € P<=ar+by+cz+d=0< OM -7 = —d
(Ou O est P'origine du repére).
On reconnait 1a ligne de niveau correspondant 4 un plan de vecteur normal 7’ °

Remarque: Une équation cartésienne du plan My + (R7)* relativement & un r.o.n. est donnée par
alx —x0) +b(y —yo) + c(z —20) =0

avec Mo(z0, Y0, 20) et 7 (a,b,c)

Proposition 4.5.3 Une équation cartésienne du plan My + Ruj + Rug relativement ¢ un r.o.n.d, est
donnée par

r—Tyg Q1 Q9

y—Y% P B2 |=0
Z2—=2 71 72

avec Mo(zo, Yo, 20) €t W, (v, Bi,vi) (i € {1,2}) L
Preuve Deux preuves

M € P <= MyM ,uy,uscoplanaires <= Det(MoM, uy,u3) = 0

M e P =M+ (Ruy Aiz)*t <= u; Aus - MoM = 0 <= Det(u3,u3, MoM) =0

Exercice: Cette proposition est-elle vraie dans un repére quelconque ?

Exercice: Ecrire une équation cartésienne du plan passant par les points A(3,2,2), B(5,—2,1) et
C(7,0, 1)

Corollaire 4.5.4 Soient A, B,C non alignés.
Une équation cartésienne du plan (ABC) relativement ¢ un r.o.n.d R, est donnée par

rXr—Tpga ITB—TAa T —TA
Y—Ya YB—Ya Yc—ya |=0

Z—ZA ZB — ZA ZC — ZA

avec A(xza,ya,24)r Bz, yn, 28)r €t C(zc,yc,2c)r &

21
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22 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ELEMENTAIRE DE L’ESPACE

Proposition 4.5.5 Soient a,a’,b, ¢, d,d" huit réels tels que (a,b,c) # (0,0,0) et (a’,b',c") # (0,0,0).
les équations cartésiennes dans R

ax +by+cz+d=0 et drx+by+cdz+d =0
caractérisent une seule et méme plan si et seulement si
I\ e RY, a = )a b = M\b =X et d=MX
&

. . ., R . —
Preuve Supposons que ces deux équations représentent la méme droite D les vecteurs 7' (a,b,c)p et
— . A . .

n'(a’,b, ¢ )p sont donc deux vecteurs directeurs (non nuls) de la méme droite donc colinéaires :

I\ € R¥, w =7
car n 0) En soustrayant la deuxiéme équation a la premiére multipliée par A il vient
A#0car 0’
d—X=0
D’ou 'implication directe.
La réciproque étant triviale on a donc bien ’équivalence. .

Exercice: Montrer que cette proposition reste vraie dans un repére quelconque.

Définition 4.5.1 (Equation Normale)
Tout plan admet une équation normale, il s’agit d’une équation du type

axr +by+cz=p et A+ +P=1
ol a, b, c,d sont des constantes réelles. Elles sont uniques au signe pres. o

Remarque 4.5.1 Supposons le repére est orthonormé.
une telle équation caractérise un plan de vecteur unitaire normal 1 (a,b, c)s Plus précisément c’est la la
surface de niveau

—

OM -7 =p
Réciproquement Partant d’un plan de vecteur normal unitaire T, on trouve l’équation normale
ar+by+cz=0p et a2+ +=1
ot p est la mesure algébrique OH orienté par 7 et H est le projeté orthogonale de O sur P. *

Remarque 4.5.2 On peut noter 7 (cos «, cos 3,cosy) ot o, 3,y sont des mesures des écarts angulaires
entre le vecteur T et les vecteurs de base d’une b.o.n.
L’équation normale devient

cosax + cos By + cosyz =p

4.5.2 Plans remarquables

Définition 4.5.2 (Plans paralléles et orthogonaux) Soient P et P’ de normales respectives n et n'.
On dit que P et P’ sont paralléles si et seulement sin et n' sont colinéaires.

On note P || P’.

On dit que P et P’ sont orthogonauz si et seulement si w L7’

On note PLP’. '

Exercice: Montrer que ces définitions ne dépendant pas du choix des vecteurs normaux
Proposition 4.5.6
_

A+ (RV)?L est paralléle @ A’ + (Rv')* si et seulement si v A0’ = 0
A+ (R est orthogonal a A’ + (Rv')*  si et seulement si (V| v') =0 &

22
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Exercice: Caractériser a I'aide des coefficients de leurs équations cartésiennes dans R, le fait que deux
plans sont paralléles ou orthogonaux

Proposition 4.5.7 Soient P et P’ d’équations cartésiennes dans un r.0.n.
ar+by+cz+d=0 et dz+by+dz+d =0

P paralléle a P’ si et seulement si (a,b,c) est proportionnel a (a’,b', )

Dans le cas contraire on dit que P et P’ sont sécants, et 'on a
P NP est une droite de vecteur directeur u = 1 A 1’ avec 7 (a,b,c)g et '(a’,b, )5 &
Preuve P et P’ paralléles si et seulement si 7 et 7’ colinéaires d’oil la proportionalité des triplets.

: — — PP — — — N
Dans le cas contraire. 7 et ’ sont non colinéaires, et w := 7 A 7' leurs est orthogonal non nul a
) s = — s N . s
tous les deux, d’ou les vecteurs orthogonaux & 7 et n’ sont colinéaires & u (voir proposition...)

Supposons My € PNP’ on a

MePNP < MoML17 et MyML7' <= MyM colinéaire & w

.. . , . . N . . — —
CQFD.. A condition d’avoir trouvé une solution particuliére My. Cette solution existe car 7 et n’
non colinéaires donc on a par exemple

a b
A= a b #0
Et donc le systéme
ar+by = —d
drz+by = —d
admet un (unique) couple solution (X,Y). Et donc le point My(X,Y,0)r convient °

4.5.3 Applications

Proposition 4.5.8 (Calcul de distances) Soit P un plan d’équation cartésienne dans R (r.0.n.)
ar+by+cz+d=0 avec (a,b,c) # (0,0,0)
et M(X,Y, Z) un point de I’espace. On a

_|aX +0Y +cZ +d|

d(M,P) =
( ) Va2 + b2 + 2
'
Preuve Soit n(a, b, c), s’agissant d’un vecteur normal & P si A(x4, Xp,24) € P on a
—
[AM - 7| |a(X —2a) +0(Y —ya) +c(Z — z4)|
d(Ma P) = = =
7] VaZ + b + 2
On conclut grace au fait que axg +bya +cza +d =0 °
Corollaire 4.5.9 Soient M un point de l’espace et P un plan quelconques.
MeP << d(M,P)=0
&

4.6 Droites de I’Espace

Comme dans le plan la caractérisation d’une droite par son vecteur directeur nous donne
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24 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ELEMENTAIRE DE L’ESPACE

4.6.1 Equations
Dans toute cette section ’espace est rapporté a un r.o.n.d. R. on note B la b.o.n.d. associée.

Proposition 4.6.1 (Equation paramétrique)

Ici R et B sont quelconques.

Soit A(a,b,c)r un point de lespace et u (v, 3,7)s un vecteur non nuls de l’espace. Une équation para-
métrique dans R du plan A+ R est donnée par

T = a+ A\
y = b+ MG AeR
z = c+ Ny

&

Exercice: Ecrire une équation paramétrique de la droite passant par les points A(3,2,2)etB(5,—2,1).

Preuve Soit M (z,y)r € €
MeA+RT < 3INeR, AM =7

D’ou en passant aux coordonnées (x de M on a
b

McA+RY <= 3INER;, z—a=Xa et y—b=\3

Remarque 4.6.1 Lorsque ceci a un sens on peut réécrirve cette équation paramétrique comme

r—a y—-b z-c
o B gl

Proposition 4.6.2 (Equation cartésienne et vecteur directeur) Toute droite de l’espace est l’in-
tersection de deux plans de l’espace elle admet pour équation cartésienne dans un r.o.n.d.

ax+by+cz+d = 0
dr+by+cdz+d = 0
avec 1 (a,b,c)g m'(a’,V,c)r non colinéaires.
Réciproquement tout systéeme de ce type caractérise une droite.
En particulier T AT est vecteur directeur de cette droite &

4.6.2 Droites Remarquables

Définition 4.6.1 Deuz droites sont dites paralléles (resp. orthogonales) si et seulement si elles ont des
vecteurs directeurs colinéaires colinéaires (resp. orthogonauzx)

Une droite et un plan sont paralléles si et seulement si un vecteur directeur de la droite est inclus
dans le plan

Si de plus cette droite et ce plan ont un point en commun on dira que la droite est incluse dans le
plan. '

Exercice: Montrer que ces définitions ne dépendent pas du choix du vecteur directeur
Définition 4.6.2 Deux droites orthogonales et sécantes sont dites perpendiculaires. [

Proposition 4.6.3 Soient D et P une droite et un plan d’équations dans un r.o.n.d.

et d'z4+b'y+cdz=d"

ar+by+cz = d
dr+by+cdz = d

24
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a b

D|| P siet seulement st | ' b ¢ | =0

al/ b// C//

Dans le cas contraire on dit que P et D sont sécantes leur point d’intersection est le point A(X,Y, Z)

d b ¢ a d c a b d

d v a d a b d

d// b// c// a// d// c// a// b// d//
(%) X = Ta 5 <1 Y = b et 7z = 2

a c a c a c

a b a b a b

a// b// C// a// b// C// al/ b// C//

&

Preuve Notons n(a,b,c) n'(a’,b,¢') et n''(a”,b"”,¢") on a Ddirigé par n An' et P de normale n” d’ou
—
D|P<=nAn € P < (nAn')-n" =0<+= Det(n,n',n")=0
Pour le point d’intersection on a comme condition nécessaire, Si (X,Y, Z) convient alors

Faire
b

v c
v

AR A (L) + < (L)

b ¢
X (Ll) _’ o

On trouve pour cette premiére ligne (L)), grace a la formule de développement / & la premiére colonne

a b ¢ b b ¢ c b ¢ d b ¢
a v JdI|NX+|V VYV Jd\Y+ |V |\ Z=|d V (¢
a// b// C// b// b// c// C” b/l c// d// b// C”

d’ott X, calcul similaire pour Y et Z.

Réciproquement on montre que ces coordonnées conviennent (a faire en exercice) )

Corollaire 4.6.4 Le systeme

ax + by + cz = d
(S) dr+by+dz = d
a,”x + b//y + C//Z — d//

admet un unique triplet solution si et seulement si A #0 (Ou A est le déterminant du systéme).
On dit dans ce cas qu’il s’agit d’un systéme de Cramer et l'unique solution (X,Y,Z) est donnée par (x)

&

Corollaire 4.6.5 Soient w; (a;,b;,c;) (i € {1,2,3}) trois vecteurs de l’espace dont les coordonnées sont
relatives a un repére quelconque.

ay az as

171’, zTﬁ, us coplanaires si et seulement si | by by by | =0
C1 C2 C3
&
Preuve Le systéme
ar+ay+asz = 0
(So) biz+boy+b3z = 0
ar+cy+cz = 0

admet au moins un triplet solution (0,0,0). D’ou

(ui)1<i<3 coplanaires si et seulement si il existe un triplet (z, v, z) # (0,0, 0) tel que zui +yus+2uz =
0
si et seulement si (Sp) admet au moins deux solutions
si et seulement si (Sp) n’est pas de Cramer
si et seulement si Det(Sy) =0 .
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26 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ELEMENTAIRE DE L’ESPACE

Proposition 4.6.6 Le plan P = A+Ruj +Ruy (avec u;(a;,bs, ;) pouri € {1,2,3}) admet pour équation
cartéstenne dans un repére quelconque

T—x4 a1 Q2
y—ya by by | =0
Z— ZA C1 C2

Cette équation est du type

(%) ar+by+cz+d=0 avec (a,b,c) # (0,0,0)
Réciproquement toute équation du type (x) relativement & un repére quelconque est celle d’un plan &

Preuve Soit M (X,Y, Z) un point de 'espace.
e Si on pose P = A + Ru; + Rus, on a d’aprés ce qui précéde

T—Ta ap Qg
T — —

M € P < AM, ui,us coplanaires <= | y—ya b1 by |=0
Z—ZA C1 C2

Bien évidemment ceci est de la forme (%) avec (a, b, c¢) # (0,0,0).
(voir déterminants extraits ou supposez par absurde (a,b,c) = (0,0,0))

e Si on pose P d’équation (x) avec (a,b,c) # (0,0,0).
On peut trouver une solution particuliére (z4,y4,24) (exercice) et on peut écrire a, b, ¢ sous la forme

_ b1 b2 b= _ a; a2 et c— a; a2
€1 C2 €1 C2 bi b2
N
(indication considérer la base orthogonale (7,7, u3) construite a partir de 7’ # 0)

On a alors par développement par rapport a la premiére colonne

r—Tpa a1 a2
MeP<—|y—ya b by |=0
Z— ZA C1 Co

Remarque 4.6.2 Grdce a ce dernier corollaire, on voit qu’il en va de méme pour le systéme d’équations
cartésiennes associé a une droite dans un repére quelconque *

Proposition 4.6.7 (Perpendiculaire commune)

Soient D et D deux droites non paralléles de ’espace.

1l existe une et une seule droite A qui soit simultanément perpendiculaire a D et a D.

Cette droite porte le nom de perpendiculaire commune 6 D et a D, elle est dirigée par u Au' ot u et u’
sont vecteurs directeurs de D et D &

Démonstration Posons D=A+RuW et D = A’ +Ru et 7 = uw A '
Soient P = A +RW +R7 et P’ = A’ + Ru’ + R7 il s’agit bien de deux plans puisque (o, 7) libre et
(W', 7)) libre.

e Existence
Montrons que P et P’ non paralléles. si par 'absurde oui alors il existe un vecteur w normal aux deux
plans et en particulier W LW et wWLW et donc W est colineaire & W A w’ = 7... Comme il est
non nul c’est absurde car w L7

Posons alors A = P NP’ On a bien A dirigé par W = @ A ' car v/ normale & P et  normale a P.
et donc A orthogonal & Dcar 7 L% de méme A orthogonal a D.
Enfin A et Détant coplanaires et non paralléles (car orthogonales), elles sont sécantes. De méme pour A

et D
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e Unicité.

Soit A’ une perpendiculaire commune autre que A. Puisque qu’'un vecteur directeur de A’ est orthogonal
a W et w on en déduit qu'il est colinéaire & W A w’ = 7 Donc A’ est paralléle & P et & P’. Or ces deux
plans ont A’NDet A’ND en commun avec A’. D’ou

ANcPnP =A

D’ou I'égalité et la contradiction. .

Remarque 4.6.3 en notant H et H' lintersection de A avec D et D on dit que HH' est la distance
entre les droites D et D'. On note
dD,D) Y mH

H et H' sont les seuls points qui réalisent le minimum de d(M, M") lorsque M parcourt D et M’ parcourt

D *

Exercice: le prouver.

4.7 Sphéres de ’espace

4.7.1 Equations

Définition 4.7.1 On appelle sphére de centre Q € € et de rayon R avec R > 0 [’ensemble de points M
tel que
QM =R

On note S(Q, R) un tel ensemble.
Deux points symétriques par rapport au centre Q) sont dit diamétralement opposés.
On note S(A, B) la sphére de diameétre [AB] [

Proposition 4.7.1 (Equation Cartésienne) Soit R un repére orthonormé.
Toute sphére admet pour équation cartésienne

2?24y + 22 —2ax -2y —2c2+d=0

ou les constantes réelles sont telles que d < a® + b% + 2

Réciproguement toute équation de ce type caractérise une sphére.
Plus précisément il s’agit de la sphére de centre Q(a,b,c) et de rayon R =+va?+b%>+c? —d ' 3

Preuve
22 P 2% —2ax —2by —2cz+d=(x—a)*+ (y—b)?+ (2 — ) — R?

avec R =+va? + b2+ ¢2 — d. D’ou, dans un r.o.n.
M(z,y,2) € S(UR) <= (x—a)* + (y—b)*+ (2 —¢)?> = R?> <= 2® +y* + 2> — 2ax — 2by —2cz +d =0
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28 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ELEMENTAIRE DE L’ESPACE

4.7.2 Intersections, Droites et Plans remarquables

Proposition 4.7.2 (Intersection Plan Sphére)
Soient P un plan et S= S(Q, R) une sphére avec R > 0.

d(},P)>R <= PNS estvide
d(Q,P)=R <= PNS estréduit & un point
d,P) <R < PNS estun cercle

Dans le deuxiéme cas l'unique point d’intersection est le point H projeté orthogonal de Q0 sur P.
Dans le troisieme cas il s’agit du cercle du plan P C(H,/R? — d?(Q,P)) L)

Preuve Si Q € P, il est clair que P N Sest cercle du plan P C(£2, R). Sinon :
Soit H le projeté orthogonal de €2 sur P.

Notons d = QH = d(Q,P) et R = (€2, QTH, ...) un r.o.n. (direct tant qu’a faire.).
Relativement a R, P et S admettent pour équations respectives

r=d et 22 41?4+ 2% = R?

D’out
M(X,Y,Z)eCND+= (X =d et Y?+27>=R?-d%

Deuxiéme preuve :Par pythagore pour tout point M de P on a QM? = QH? + M H?

M eSNP < (MH?=R*>-d*(Q,P) et McP)

Définition 4.7.2 (Plan tangent)
Awvec les notations ci-dessus, on dit que P est tangente a S en A lorsque PNS= {A}.

la tangente en A a la sphére S= S(Q, R) est le plan P = A + (Riﬁ)l- [ )
Proposition 4.7.3 Si dans un r.0.n. la sphére S admet pour équation

22+ y? 4+ 2% — 2ax —2by —2cz2+d=0
Alors le plan tangent en A(xa,ya,za) admet pour équation

xxA+yya+ 224 —alxr+xa) —bly+ya) —c(z+24)+d=0
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Preuve Soit M(X,Y,Z). On a
MeP— (X—za)(xa—a)+ (Y —ya)(ya—5b)+(Z —ya)(za—c) =0
Ce qui équivaut a

Xaa+Yya+ Zza—aX —bY —cZ +avg +bya+cza— (24 +y4+24) =0
—_———

2ax A +2bya+2cza—d

Proposition 4.7.4 (Intersection droite sphére)
Soient D une droite et S= S(€, R) une sphére avec R > 0.

d(Q,D) >R <= DNS estvide
d),D)=R <= DNS estréduit a un point
d(Q,D) <R <= DNS estconstitué de deuz points distincts

Dans le deuxiéme cas l'unique point d’intersection est le point H projeté orthogonal de Q sur D.
Dans le troisieéme cas les deux points sont distants de H de \/R? — d?(Q, D) &

Preuve Soit P un plan passant par 2 et contenant D
MeDNS< M DN (PNS

Or PN Sest le cercle du plan P C(, R).
On est donc ramené a une intersection droite cercle dans le plan P, sachant que

de(Q,D) = dp (2, D)
et que le projet H vu comme projeté de 1’espace coincide avec celui vu dans P )

Définition 4.7.3 On dit que D est tangent a S lorsque leurs intersections est réduite a un point A.
Dans ce cas D est inclus dans le plan tangent ¢ A, et toutes les droites de ce plan passant par A sont
tangentes 4 S [

Proposition 4.7.5 (Intersection de deux sphéres)
Soient S = S(Q1, R1) et S = S(Qa, Ro) deux sphéres non concentriques. Notons d = 18

[Ri—R:] < d < Ri+Ry < S&N& estun cercle
d=|Ri—Rs] ou d=Ri+Ry <= &SNS estréduit a un point
d<|Ri—Rs] ou d>Ri+ Ry <= &SNS estvide
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30 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ELEMENTAIRE DE L’ESPACE

—
1

0,0

Preuve dans le r.o.n. (d tant qu’a faire) R = (Q, =42, ...), S et S ont pour équations
2+ +22 =R} et 2 +y*+ 2% —2de +d* = R3
Donc

M(X,Y)eSlﬁSz@»(X2+Y2+Z2:R% ot f2dX+d2:R§fRf)<:>M651ﬁP

ou P est le plan d’équation

o R? — R} +d?
N 2d
en particulier
_ R -R3+ &
d($h,P) = B R

D’ou la conclusion grace a (voir calculs dans le cas du plan)

d(Ql,P)>R1 <~ d<|R1—R2| ou d>Ri+ Ry
d(Ql,P):Rl < d:|R1—R2| ou d=R;+ Ry
d(Ql,P)<R1 < |R1*R2| <d< Ri+ Ry
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