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Chapitre 14

Structures Algébriques

Voir Fiche 09

14.1 Lois de Composition interne

14.1.1 Quelques lois

les lois usuelles + et x sont des £.c.i sur N, Z,Q,R, C

la somme de deux vecteurs défini une f.c.i sur P et sur €

la somme et le produit de fonctions défini deux £.c.i sur F(I,R) ou encore sur F(I,C)
Soit E un ensemble quelconque. N et U sont des £.c.i sur P(E)

o est une lci sur 'ensemble des fonctions croissantes de R dans R. Mais ce n’est pas une Ici sur
I’ensemble des fonctions décroissantes de R dans R

14.1.2 Propriétés

Toutes ces lois sont associatives et commutatives.
En revanche le produit vectoriel A sur £ est une £.c.i non associative et non commutative.

- = = - =
TN =k#*—k=jNi
Dans N, Z, R, C la loi x est distributive sur +.
rx (y+z)=rxy+zxz
L’"autre" distributivité provenant de la commutativité Dans £ la loi A est distributive par rapport a +

uN(v4+w)=uAv+uAw et (v+tw)Au=vAut+wAu

Dans P(E) N est distributive sur U et U est distributive sur N

AN(BUC)=(ANB)U(ANB) et AU(BNC)=(AUB)N(AUB)

14.1.3 Eléments caractéristiques
0 est I’élément neutre de + dans N, Z, Q,R et C
1 est I’élément neutre de x dans N, Z,Q,R et C

la fonction constante 0 est I’élément neutre de (F(I,R),+)
la fonction constante 1 est I’élément neutre de (F(I,R), %)
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Tout élément de Z,Q, R ou C admet un opposé dans ce méme ensemble, donc un symétrique pour +.
En revanche 7 n’admet pas de symétrique dans (N, +).

Tout élément de Q*, R* ou C* admet un inverse dans ce méme ensemble, donc un symétrique pour x.
En revanche —12 n’admet pas de symétrique dans (Z, +).

Proposition 14.1.1 Soit (E, T) un ensemble muni d’une {.c.i. associative T.
Si l’élément neutre existe, il est unique.
Si x admet un symétrique alors il est unique, on le note sym(x) et on a

sym(sym(x)) =z

Preuve Soient e; et es deux éléments neutres supposés distincts :

e = 61T62 = €2

Soit & admettant un symétrique i, supposons qu’il admet un deuxiéme symétrique yo # 1
YT (xTy1) =ya2Te=yo et (y2Ta)Tyr = eTys
D’ou par associativité y; = yo.
De plus puisque la relation 2Ty = y Tz = e est symétrique en = et y on voit bien que y = sym(x) et
z = sym(y) .

Exemple: FE est I’élément neutre de (P(E),N) : VACE, ANE=ENA=A
Lorsque E # {),seul E admet un symétrique dans(P(E),N) :

VACENBCE ANBGE

Exemple: Dans (F(R,R), x) la fonction cos n’admet pas de symétrique.

14.2 Groupes

14.2.1 Groupes et Sous-groupes

Exemple: (Z,+),(Q,+), (R, +),(C,+),

(P,
Exemple: Soit E non vide. (F(E, E), o) est un ensemble muni d'une £.c.i associative :
Idg est I’élément neutre de (F(F, E),o);
On a pour tout f € F(E,E)

+), (&, +) sont des groupes (Q*, x), (R*, x) et (C*, x) aussi

f inversible dans (F(E, E), o) <= f bijective

Et dans le cas bijectif, le symétrique de f est la fonction réciproque f~1.

Ainsi (o(F),0) est un groupe (groupe symétrique de E).

Proposition 14.2.1 Soient (F,T) et (G, 1) deuz groupes, alors (F x G,*) est un groupe pour la loi
produit x &

Preuve Puisque T et L sont des lois de groupes elles sont
— associatives
— e et ep sont leurs éléments neutres
— tout élément admet un inverse
On en déduit pour la loi produit
— elle est associative
~ (ep, er) est élément neutre
— tout élément (z,y) € E x F admet (sym(zx), sym(y)) € E X F pour inverse
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C’est donc un groupe. .
Exemple: (R? +) est le groupe produit de (R, +) avec lui-méme. Il est commutatif.
Exemple: (R x R* %) est un groupe commutatif pour
(@,y) * (u,v) = (z +u,y x v)
Dont I’élément neutre est (0,1) et (x,y) admet pour inverse

(—SC, 1/y)

Proposition 14.2.2 Soit (G, X) un groupe et H C G mon vide.

H  est un sous-groupe de (G, x) <= V(x,y) € H>, zxy 'c H

Preuve On ne montre que <.
e Puisque H non vide, soit t € H,onae=xzx2 ' € H
esoit € H,onapuisqueec Hrx '=exaz ' cH

e Soient a et b dans H, on sait déja que b~! € H d’ou
ab=a(b"") "' e H

Exemple: L’ensemble Roto des rotations de centre O du plan est un sous-groupe pour la composition
de I'ensemble des transformations bijectives du plan.

R(a)o R(b)™! = R(a) o R(=b) = R(a — b)

Il en va de méme pour les homothéties de centre O
Il en va de méme pour les similitudes.

Exemple: (U, x) et (U, x) sont des sous-groupes de (C*, x)
eia > (eib)—l — eiae—ib — ei(a—b)
Exemple: pour a € Z, on note aZ := {an n € Z}. aZ est un sous-groupe de Z car non vide (a € aZ) et
Y(n,m) € Z*, an —am = a(n —m) € aZ

Donc
Y(z,y) € (aZ)?, z—y € aZ

On dit que a est un générateur du groupe (aZ, +)

Proposition 14.2.3 Soit G un sous-groupe de (R, +) alors soit G est dense dans R soit il existe a € R
tel que G = aZ. &

Démonstration Soit G un sous-groupe de (R, +).

Dans le cas G = {0} alors G = 0Z, Supposons donc G # {0}.

Soit alors b # 0 dans G. puisque —b € GG, G admet donc un élément > 0.
D’out G NR? est non vide et minoré par 0, soit @ = inf G NR%.

e ler Cas: a > 0.
Supposons par Pabsurde a ¢ G.
Par définition de la borne inférieure on peut trouver y € G NR? tel que

a<y<22a

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Et comme a ¢ G
a<y<2a

D’ou par définition de la borne inférieure on peut alors trouver x € G NRY tel que a <z <y D’onl
y—reGNRY et y—r<2a—a=a

D’ou la contradiction. Donc a € G, on a alors

aZ C G
Réciproquement soit z € G,
z=ma+r avec mé€eZ, relaq
Et donc r =z —ma € GN[0,a[= {0}.
D’ott z = ma € aZ, soit
G CaZ
e 2éme Cas r = 0.
Soient (x,y) € R? avec x < y, montrons que
GNJz,y[# 0

Puisque inf G NR% = 0, on peut trouver z € G tel que 0 < z < y — x Notons
x=mz+r  avec meZ, rel0z]
O0<(m+1)z—2<z<y—zEtdonc

r<(m+z<y et (m+1)zeG

Remarque: les sous-groupes de (R, +) de la forme aZ sont appelés sous-groupes discrets.

Exercice: Montrer que Z + 2nZ est dense dans R

14.2.2 Morphismes

Exemple: w:z +— e est un morphisme de groupes entre (R, +) et (C*, x)
Exemple: les seules endomorphismes de (Z, +) sont de la forme x — ax avec a € Z

Exemple: les seuls endomorphismes continus (ou monotones) de (R,+) sont de la forme z — ax
avec a € R (il s’agit des homothéties de R)

Exemple: toute rotation vectorielle est un isomorphisme de (5), +)
Proposition 14.2.4 Soit p: (E,T) — (F, L) un morphisme de groupes.

p € Isom (E, F) <= ¢ est un morphisme bijectif de E dans F'

&
Preuve On ne montre que la réciproque.
Soit ¢ un morphisme bijectif de E dans F.
Montrons que ¢! est un morphisme de F dans E.
Soient X,Y dans F par surjectivité, X = o(z) et Y = p(y) avec z,y dans F.
P HXLY) = o7 p(x) Lo(y) = ¢ (p(aTy)) =Ty = ¢~ (X) T~ (Y)
[}
Proposition 14.2.5 Soit p: (E,T) — (F, L) un morphisme de groupes.
Im(p) et ker(p) sont des sous-groupes de (F, L) et (E,T) respectivement. &
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Preuve Il est clair que ces deux ensembles contiennent les éléments neutres O et Og respectivement.
Soient X,Y dans Im ¢, alors X = p(x) et Y = (y) avec z,y dans E.

X1Y ' =p(@)Lley) " =p@)Loly™") =Ty ") € Imyp
cFE

Soient a,b dans ker ¢
p(aTb™) = p(a) Lo(b™") = p(a) L(p(b)) " =erLer) ™ =er
et donc aTb~! € ker o
Proposition 14.2.6 Soit ¢ : (E, T) — (F, L) un morphisme de groupes.
@ est surjective <= Im(p) =F
@ est injective <= ker(yp) = {egr}
ot ep désigne l’élément neutre de (E,T) &

Démonstration la premiére implication est évidente.
Soient x,y dans FE

o(x) = py) = o) L(ey) " =er = @(z)Lo(y™") =ep = @(xTy™") = ep
— 2Ty ! ckerp= {eg} = tTy l=eg=—2a=y

Exemple: w : z — e est un morphisme de groupes surjectif entre (R, +) et (U, x), mais il n’est pas
injectif car kerw = 277

14.3 Anneaux

14.3.1 Anneaux et sous-anneaux

Exemple: (Z,+, x),(Q,+, x), (R, +, x), (C,+, x), (F(I,R),+,x) et (F(I,C),+, x) sont des anneaux

commutatifs

Exercice: Trouver un exemple d’anneau pour lequel

f#0, g#0 et fg=0
Solution sur (F(R,R), +, x) prendre xg- et xr+

Proposition 14.3.1 Soient a,b deuzx éléments d’un anneau (A, 4+, X) commutatif et n € N

an+1 _ bn+1 — (CL _ b) Zanfkbk

k=0

a+b ch kbnk: chn kbk

Démonstration Par distributivité et par commutativité

(1 _ b Z anfkbk — Zan7k+1bk _ Z banfkbk — Zankarlbk _ Zanfkbk+1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
D’out .
(a _ b) Zan—kbk = "1 + Zan—k-i-lbk o (bn—i-l + Z an—kbk+1)
7
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Et conclut par un simple changement d’indice.
Montrons la formule du binéme de Newton par récurrence. Soient a et b fixés.

P(n) . (CL + b)n — Zczakbnfk _ chganfkbkw
k=0 k=0
e P(0) clair (1=1)

e Supposons P(n) vérifié pour un n € N quelconque fixé.
(a+d)" = (3 CRdt" ") x (a+b)
k=0

n n
= Z Csakb”*ka + C’;a}‘:b”*’“rl
k=0 k=0
n n
_ Z Cﬁak+lbn7k + Z Osakbn7k+1
k=0 k=0
n—1 n
_ n+1 k _k+1pn—k k _kin—k+1 n+1
= a +ZCna b —l—ZCnab +0b
k=0 k=1
n n
_ n+1 k—1_kin+1—k k kin—k+1 n+1
= a —|—ZCn a®b +ZCnab +b
k=1 k=1

n
_ an+1 +Z(Cﬁfl +Cfb)akbn+17k + _|_bn+1
—— —

k=1
C’rli-#l
e Conclusion....
La deuxiéme formule s’obtient par changement d’indice k — n — k (penser a C*¥ = C*_)) °

Exemple: (R, 4+, X) est un sous-anneau de (C, +, x).

Exemple: (F(I,R),+, x) est un sous-anneau de (F(I,C),+, x).

Exemple: (C°(I,R),+, x) est un sous-anneau de (F(I,R),+, x).
En effet :

e la fonction constante 1 est continue.

e pour f et g continues sur I, f — g est continue sur

e pour f et g continues sur I, f x g est continue sur

Exercice: Montrer que (C"T1(I,R),+, x) est un sous-anneau de (C™(I,R),+, x) pour n € N.

Exemple: Sion note & I'ensemble des suites réelles convergents vers 0. C 'ensemble des suites conver-
gentes et B l’ensemble des suites bornées, on a

e (B,+, x) est un sous-anneau de (RN, +, x).

e (C,+, x) est un sous-anneau de (B, +, x).

e (&, 4+, X) n’est pas un sous-anneau de (C,+, x) (1 ¢ &).

14.3.2 Morphismes

Exemple: Idy est le seul endomorphismes d’anneaux de (Z, +, x)

Exemple: Idg est le seul endomorphismes d’anneaux de (R, +, x)

14.4 Corps

Exemple: (Q,+, x), (R, 4+, %), (C,+, x) sont des corps.
Ce sont des sous-corps successifs.
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Exercice: Montrer que ab=0<=a=0 ou b=0
Remarque: On en déduit que (K\ {0}, x) est un groupe.

Exercice: Tout morphisme de corps est injectif.

14.5 Arithmétique dans Z

Proposition 14.5.1 (Z,+, xX) est un anneau commutatif intégre, i.e.
Y(a,b) € 72, ab=0=a=0 ou b=0
Les seuls éléments inversibles sont 1 et —1

Définition 14.5.1 Soient a et b deux entiers relatifs.
On dit que a est un multiple de b ou encore que b divise a (et on note b | a) lorsque :

In € Z, a=mnb

On dit aussi que b est un diviseur de a

Remarque: En particulier b # 0 dés que a # 0.
Remarque: bZ est I'ensemble des multiples de b : b|la<= a€bZ < aZ C bZ

Proposition 14.5.2 Pour tout a,b,c dans Z.
eala
ealb et bla=|a|l=|b
ealb e blc=alc

Démonstration
e a=1la
e Supposons b =ka et a=k'baveck,k’ dans Z

a=kk'a= (1—kk')a=0=a=0 ou kk'=1

Si a =0 alors |b| = |ka| =0 = |q|

Si kk' =1 alors |k| = |k’| =1 (car alors k et k' inversibles) et donc |b| = |k||a| = |a]

e Supposons b=ka et c=k'baveck,k' dans Z
c=kk'a

Exercice: Montrer que aZ = bZ = |a| = |b]

Proposition 14.5.3 Soient a,b dans 7Z.
Y(u,v) €Z*, d|a et d|b=d]|au+bv

VY € 7%, a|b< ax|bx

Exercice: le prouver

Remarque 14.5.1 Ceci se traduit par :
dZ est stable par Z-combinaison linéaire

Y(u,v) €Z?, acdZ et bedZ—=— au+bvedl

et par dilatation non nulle
Vo € 77, b€ aZ < bxr € axZ

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Exercice: Montrer que
dla et d|b< aZ+bVZ C dZ

a|ld et b|d<= dZ CaZNVZ

Théoréme 14.5.4 (Division Euclidienne)

Soient a € Z et b € N*. Il existe un unique couple (q,7) € Z x N tels que
a=bg+r e 0<r<b

Cette décomposition porte le nom de division euclidienne. q est le quotient et r le reste. On note parfois

Démonstration

e Existence :

Supposons a € N.

Soit A:={n €N | nb<a}, c’est une partie non vide (0 € A) et majorée par a :

Vn € A, n<nb<a

Soit ¢ le plus grand élément de A.
Puisque g€ Aetg+1¢ A
gb<a et (g+1b>a

Posons r = a — bg... CQFD Si a € Z, alors en appliquant ce qui précéde a @’ = a + |alb € N on trouve
(¢,7)€ZxN
ad=a+lab=0bg +r et 0<r<b

On pose alors ¢ = ¢’ — |a| ... CQFD
e Unicité :
Soient (g,7) et (¢',r") deux couples distincts donnant la méme décomposition.

/

blg—¢|=1]r"—r|<b donc |¢g—¢|=0 doun g=¢q et r=r

Exemple: 123456 = 270 x 456 + 336

Remarque: Le quotient et le reste sont calculés par MAPLE a I’aide des commandes iquo et irem

Remarque 14.5.2 (Algorithme Naif)

Procédure division(a,b)

variables locales : r,q

r—a; q+<0

Tant que (r >b) faire : r<—r—>b q«<—q+1 Fin du Tant que
Retourne (q,1)
Fin de la procédure

Proposition 14.5.5 Les sous-groupes de (Z,+) sont de la forme aZ avec a € Z &

Preuve Soit G C un sous-groupe de Z, supposons G # {0} car sinon trivial. Soit alors b # 0 dans G.
puisque —b € G, G admet donc un élément > 0.
D’ou G N N* est une partie non vide de N, soit a sont plus petit élément.

a € G, et donc
al C G

Réciproquement Soit « € G, par division euclidienne par rapport a a,

r=na+r avec ne€Z et re0,a—1]

10
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On a
z—na=reGN[0,a—1] = {0}

D’ott x = na € aZ... CQFD .

Remarque 14.5.3 Dans aZ, a est ce qu’on appelle un générateur du groupe aZ, il est unique au signe
pres. *

Exemple: Soient a,b dans Z, d’aprés ce qui précéde, on peut trouver « et 3 uniques au signe prés tels
que
aZ,+ b7 = o et aZ NbZ = BZ

En effet il s’agit de sous-groupes :

o 0€aZ+bZ (resp. 0 € aZ N bZ)

e Pour z et y quelconques dans aZ + bZ  (resp. aZ N bZ)
r=au+bv et y=am+bn (resp. v=ka=kKb et y=Ila=1Db)

z—y=a(lm—u)+blv—n)€aZ+bZ (resp. z—y=(k—1a= (K —1)beaZNbZ)

« et [ sont au signe prés le pged et ppem de a et b respectivement.
Ces dénominations s’expliquent grace aux inclusions (d’out le mot petit, grand relativement a la relation
d’ordre "D") :

d divise a et b <= aZ + bZ C dZ

d multiple de a et b<= dZ C aZ NbZ
voir les commandes igced et ilem dans MAPLE
Définition 14.5.2 Un entier p € N est dit premier lorsqu’il admet exactement 2 diviseurs
1 et p
On note P l’ensemble des nombres premiers '

Remarque: —1,0,1 ne sont pas premiers

Remarque: voir le type prime dans MAPLE

Proposition 14.5.6 Tout entier a € Z* non nul admet une décomposition en facteurs premiers
n=e¢ H Py
il

avec € € {=1,1}, (pi)icr est une famille finie (éventuellement vide) de nombres premiers et («;)icr est
une famille finie (éventuellement vide) d’entiers.

Cette décompostion est unique a l’ordre des facteurs pres.

Ainsi dans la décomposition ci-dessus «; porte le nom de valuation p;-adique de n &

Exemple:
123456789 = 3% x 3803 x 3607

Remarque: MAPLE décompose tout entier & I'aide de la commande i factor

11
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