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Chapitre 16

Intégration sur un segment des
fonctions a valeurs réelles

Dans tout ce chapitre on considére des fonctions définies sur un segment [a, b]

16.1 Fonctions continues par morceaux

16.1.1 Subdivisions et fonctions en escalier

Définition 16.1.1 On appelle subdivision de [a,b] toute famille finie o := (a;)icfon] telle que
a=ay<a1<...<@p_1<a,=>

La quantité
6(o) := max |a;i1—a;
(o) ie[[[),n71]]| a d
est ce qu’on appelle le pas de la subdivision.
On dit que la subdivision o' := (b;)ic[o,m] est plus fine que o lorsque

{ao,...,an}C{bo,...,bm}

On notera ici 0’ < o '
a a, ai ai ag a, ag ag a, b
b
bo b4 b, by b, by bg b, Dg by bio 11

Exercice: Montrer que la relation "<" est une relation d’ordre non totale
Exercice: Montrer que Si ¢/ < o Alors 6(0’) < §(o). La réciproque est-elle vraie ?
Exercice: Pour 0 = 0’ := (a;)ic[o,n] €t 0’ := (bs)ic[o,m], on note o Lo’ la subdivision dont les éléments

sont {ag,...,an,bo,...,bn}. Montrer que

cUd =c'Uo cUo <o et clUo <o

Exemple: le plus souvent on utilisera les subdivisions de [a, b] suivantes.

b—a b—a

) ) b—a
n Jo<k<n’ 2n Jo<k<2n

2n >O§k§2”

cr:z(aJrk cr'::(a+k et J”::(aJrk

Elles vérifient 0" < o’ < o et ont pour pas respectif

6:b—a7 5,:b—a ot 6,,:b—a

n 2n n

Il s’agit 1a de subdivisions & pas constant.
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4 CHAPITRE 16. INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

Définition 16.1.2 (Fonctions en Escalier)

On dit que ¢ : [a,b] — R est une fonction en escalier lorsque l’on peut trouver une subdivision o :=
(as)iefo,n] telle que @ est constante sur tout intervalle |x;, xi 1| (avec i € [0,n —1]).

On dit que o est une subdivision adaptée a p (toute autre subdivision plus fine l’est aussi) '

Exemple: la fonction partie entiére est une fonction en escalier sur [—10, 27]

Exercice: Toute restriction d’une fonction en escalier est une fonction en escalier

Proposition 16.1.1 L’ensemble des fonctions en escalier sur [a,b], noté Esc([a, b)), est un sous-anneau
(resp. un sous-espace vectoriel) de B([a,b],R) L)

Démonstration 1 est en escalier et toute fonction en escalier ne prend qu’un nombre fini de valeurs est
donc bornée .

e la fonction constante 1 est en escalier.

e Si p et 1 sont deux fonctions en escalier ayant pour subdivisions adaptées sont o et o’,

o o’ étant plus fine que o et ¢’ elle est adaptée simultanément & o et & 1.

Elles sont donc constantes sur tout intervalle ouvert associé a la subdivision o LI o”.

D’ou il en va de méme pour ¢ — 9 et X

o — 1 € Esc([a, b)) et o x ¢ € Esc([a, b))
e Avec les mémes notations, on a de méme pour A, p dans R

Ap + pyp € Esc([a, b))

16.1.2 Fonctions continues par morceaux

Définition 16.1.3 On dit que f : [a,b] — R est continue par morceauz sur [a, b], lorsque l’on peut trouver
une subdivision o := (a;)ie[o,n] telle que

[ ecCaiainl)
lim f existe
Vie [[O,nfl]], a;r
lim f ewxiste

@iqq

On dit que o est une subdivision adaptée & [ (toute autre subdivision plus fine l'est aussi) o
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Remarque 16.1.1
f est donc prolongeable par continuité sur chaque intervalle [a;, a;41]...
mais n'est pas forcement continue sur [a,b] *

Remarque: Toute fonction continue par morceaux n’a qu’un nombre fini de points de discontinuité.
Exemple: Toute fonction continue sur [a,b] est continue par morceaux
Exemple: Toute fonction en escalier est continue par morceaux

Exercice: Toute restriction d’une fonction continue par morceaux est une fonction continue par mor-
ceaux

Exercice: la valeur absolue d’une fonction continue par morceaux est continue par morceaux.

Proposition 16.1.2 L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a,b], noté Cpm([a, b)), est un
sous-anneau (resp. un sous-espace vectoriel) de B([a,b],R) &

Démonstration

e Toute fonction en continue par morceaux f de subdivision o := (a;)ie[o,n] est prolongeable par continuité
sur chaque segment [a;, a;+1], son prolongement y est bornée et donc f est aussi sur chaque intervalle
ouvert |a;, a;11].

f est donc bornée sur la réunion finie de ces intervalles [a, b] \ {ao, ..., a,} en dehors elle ne prend qu'un
nombre fini de valeurs, f est donc bornée sur [a, b]

e la fonction constante 1 est continue par morceaux.

e Si p et 1 sont deux fonctions en escalier ayant pour subdivisions adaptées sont o et o’.

o U o’ est adaptée simultanément a ¢ et a ).

Elles sont donc continues sur tout intervalle ouvert associé a la subdivision o Lo’ et convergent (& gauche
resp. a droite) aux bornes de ces intervalles.

Dot il en va de méme pour ¢ — ) et ¢ X ¢

¢—v€Cpm(la,b]) et o x1peCpm(lab])
e Avec les mémes notations, on a de méme pour A, p dans R

Ao+ pap € Cpm([a, b))

Théoréme 16.1.3 (Densité - Admis)
FEtant donnée une fonction f continue par morceauz sur [a,b], pour tout réel € > 0,
on peut trouver ¢ et 1 en escalier sur [a,b] telles que

< f<9y et Yv—p<e

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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6 CHAPITRE 16. INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

Approximation supérieure "¢"

N

Approximation inférieure ""

&

N

N

LN

15

/

Remarque: Avec les notations ci-dessus, on dira ici que (p,1)) est une e-approximation de f

16.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

16.2.1 Cas d’une fonction en escalier

Définition 16.2.1 Soit € Esc([a,b]) de subdivision adaptée o := (a;)ico,n]-

On note pour chaque i € [0,n — 1], ¢; la valeur constante de ¢ sur]a;, a; 1], alors la quantité

I(p,0):

n—1

Z(%‘H - ai)ci

=0

est indépendante des valeurs prises par ¢ sur les points de la subdivision et ne dépend pas du choix de la

subdivision adaptée o.
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[ e
[a,b]

Démonstration Il est clair que I(p, o) ne dépend pas des valeurs prises aux points de la subdivision.
Montrons que pour deux subdivisons adaptées o et o’ on a

I(p,0) = I(p,0")

Comme o LI ¢’ est également adapté il suffit de montrer que

I(p,0) =1(p,0U0") = I(p,0")

Et comme o et ¢’ jouent des roles symétriques il suffit de montrer que

On la note

)

I(p,0) = I(p,0U0")
Puisque o U ¢’ est plus fine que o, on peut construire une suite fine de subdivisions
Op ::aI_IJ'-<Jp,1 <...<09: =0

Ou pour chaque k € [[0,p — 1], og+1 & un élément de plus que oy.
11 suffit alors de montrer que

Vk € Hovp - 1]]v I(<p7o'k) = I(‘)O?Uk-‘rl)

Soit donc k € [[0,p — 1] fixé et notons o} = (a;)ico,m] et b I’élément supplémentaire de o 1.
Soit p € [[0,m — 1] tel que ap < b < apt1.
En notant ¢|; la valeur constante de ¢ sur I.

|
—

n

I(p,o0) = (@it1 = ai)Pljasai]
=0
p—1 m
= (@ir1 = @)Pasara [+ (@41 = 6)Plapapin]  + D (@41 = 65)P 0 ania
i=0 i=p+1
(b=ap)eliap o+ (apt1=b)@liba, 41
= I(QO, Uk+1)

Remarque 16.2.1 En notant A la somme algébrique des aires des parallélogrammes construits a partir
de du graphe de ¢ sur [a,b], on a

A= @
[a,b]

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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8 CHAPITRE 16. INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

Proposition 16.2.1 Soient ¢ et 1) dans Esc([a,b]) et A, u deux réels, on a

p>20= ¢ =0
[a,b]
/ (Npﬂub):/\(/ w)ﬂ&(/ w)
[a,b] la,b] [a,b]
On dit que lintégration sur [a,b] est une forme linéaire positive sur Esc([a, b)) &

Démonstration En reprenant les notations précédentes :

gp>0:>/ Z (ait1 = @i) ©ljas,ai, =0
[a)b i=0 H—’
>0

Par ailleurs pour o = (b;)ic[o,m] adaptée a ¢ et ¢ simultanément (ce qui est toujours possible)

n—1 n—1

/[ b](/\@ + /“b) = Z(bi-i-l - bz)()‘QO + M¢)J]b1,bi+1[ = Z(bi-i-l - bl)(A ’ @J}bi,bzdrl[ + e wJ]bi,le[)
a, i=0 i=0
Et donc )
/[ b]()\sﬁ’ ) =AY (big1 = bi) - @i, b 1 Z (bit1 = bi) U1, b
a, i=0
L]
Corollaire 16.2.2 (Croissance)
Soient ¢ et ¥ dans Esc([a,b]).
o <P = (4
la, b] [a,b]
En particulier pour tout réel m et M
m§<p§Mz>m(b—a)§/ < M(—a)
[a,b]
&
Preuve D’aprés ce qui précéde
¢§w=>¢—<p20=>/ 1/)—/ p = YpV—p20= ¢ < (G
a,b [a,b] [a,b] [a,b] la,b]
La derniére implication découle alors de
m=m(b—a) et M=M(b-a)
[a,b] [a,b]
[}
Proposition 16.2.3 (Relation de Chasles) Soit ¢ € Esc([a,b]) et ¢ €]a,b], alors
[ AR
[a,b] la,c] [e,b]
&
Démonstration Soit 0 = (a;)ic[o,n] adapté & ¢, en notant o’ = (b;);co,m] la subdivision construite a
partir des points {ay,...,an,,c}. Puisque ¢’ (plus fine que o) est adaptée a .
/ =3 (bir1 =b) - @lpebia+ 2 bit1 = bi) - @l b / <P+/
[a,b] i<p—1 i>p la,c] [e,b]
Ot p est tel que ¢ = b, °
8
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16.2.2 Cas d’une fonction continue par morceaux

Proposition 16.2.4 Soit f € Cpn([a,b]), les ensembles

T(f):={] v [vedscad]) e o<fi et T.(f):={] ¢ |Pe&cab]) e [f<i}

[a,b] la,b]

sont non vides et majorés, resp. minorés '

Démonstration Puisque f est bornée on a

m< f<M
Et donc
Vp € Esc(la,b]), o< f=p< M= < M(b—a)
[a,0]
resp. Y € Esc([a,b]), [f<yv=m <= v >m(b—a)
[a,b]

D’ou (puisque les fonctions constantes m et M sont en escalier)
{mb—-a)} I (f)c]=00,M(b—a)] et {M(—-a)}CI(f)C[mbd-a)+oof

Définition 16.2.2 Pour f continue par morceauz sur [a,b], la borne supérieure de I_(f) et la borne
inférieure de T, (f) coincident, on note leurs valeurs communes

=T () =L ()

Démonstration Notons /_ et I} ces deux bornes.
par croissance de l'intégration.

o) eslod)f, exfsv=psv= [ px|
Et donc
V(u,v) €Z(f) x Iy (f), uw<w
D’ou
I_<I;
Soit £ > 0, d’apres le théoréme de densité,on peut trouver ¢ et ¥ en escalier sur [a, b] telles que
p<f<y et Yp-p<e

On par linéarité et croissance de I'intégrale on en déduit

M‘M:/M(w—w) S/[a’b]ezs(b_a)

€I+(f)  €I-(N

Or puisque I et I_ minorent et majorent respectivement Z; (f) et Z_(f)

I, < P et / p<I_
la,b] [a,b]

D’ou
I+—I—§/ 1/)—/ p<e(b—a)
la,b] [a,b]

Ve > 0, 0<I;—I <eg(b—a)
Et donc I, =1_ °

Remarque: Si f est une fonction en escalier son intégrale au sens des fonctions en escalier coincide avec
son intégrale au sens des fonctions continues par morceaux.

D’ou

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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10CHAPITRE 16. INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

Lemme 16.2.5 Pour f € Cp,(I) et e >0, Si (p,9) est une e-approximation de f, alors

zwélfﬁlw
0§Af—£w§Ma ot ngw—AfSME

Et plus précisément

Preuve Puisque
[eczty @ [venw
I I

Par définition des bornes sup et inf, on obtient la premier encadrement.
Le deuxiéme provient de la croissance de I'intégrale des fonctions en escalier :

Y <p+4e dou /Iw§/1(<p+e)=/l<p+|1|€

Remarque 16.2.2 En notant A [aire algébrique du secteur compris entre le graphe de [ est l'axe des
abscisses entre [a,b], on a

A= f
[a,0]

Corollaire 16.2.6 Soit f € Cpp([—w,w]) avec w > 0.
Si f est paire Alors f[_w uf= 2f[0 uf
Si f est paire Alors f[_w b =0 &

16.3 Propriétés de I’intégrale

16.3.1 Croissances et Linéarité

Dans toute cette section I := [a, §] désigne un segment de R

10
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Proposition 16.3.1 Soient f et g dans Cprm(I) et A, i deux réels, on a

f20:>/1f20

Jorsu=a([r)+u( [ )

On dit que lintégration sur [a,b] est une forme linéaire positive sur Cpy,([a,b]) &

Preuve Soit € > 0 et (¢, 1)) une e-approximation de f.

Puisque ¥ > f > 0, par positivité de 'intégrale des fonctions en escalier.

szo
/Ifz/Iw—Illez—llls

Ve > 0, /f2—|l\e
I

On conclut sur la positivité par passage a la limite lorsque ¢ — 0.
Montrons la linéarité.
soit (¢1,%1) et (p2,12) des e-approximations de f et g respectivement (avec € > 0 quelconque).

D’ou

1 < f<Y1 <@ +e et w2 < g <P < pate
D’ou
lf—p1l<e et [g—wpaf<e

Et donc par inégalité triangulaire

|(Af + 1g) — (Np1 + pp2)| = IMNf —¢1) + g —w2)| <A1 — @il + [ul - lg — @2f < (A + |pl)e

D’ou

€ Cpm(I)
——
(A1 + pp2) = (A + |u))e <Af 4+ pg < (A1 + ppa) + (A + |ul)e
€ Esc(I) € Esc(I)

D’ot par définition des bornes sup et inf de Z_(f) et Z (f)

/(/\<p1 + pp2) = (|Al + [u))e < /Af+ug < /(/\901 + pp2) + (Il + |p))e
I I I

soit par linéarité de l'intégrale des fonctions en escalier

(%) A/j@ﬂru/]w—(|A|+Iu\)IIIES/IAfﬂtgSA/I¢1+M/I@2+(IA|+IM|)|I|€

OS/f—/%SIIIE et 0§/9—/</J2§|I|€
I I I I
/ff/cpl < |[le et ‘/g/gpz <|Ile
I I I I

Et donc par inégalité triangulaire
/f*/sm +[ul - /g*/wz
I I I I

‘(/\/Ieru/Ig)(/\/leJru/lsaz)
(4) <A/If+u/1g>—(|A|+|u|)|f|egA/Isol+u/Isazg(A/If+u/19>+<w+w|>|f|s

Par ailleurs

D’ou

<Al < (Al lDIle

D’ou

11

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Et donc en combinant (x) et ()

A/If+u/lg—2<|x|+|u|>|f|es/IxfwgsA/If+u/19+2<|x|+|u|>|f|e

Ceci étant vérifié pour tout € > 0, on obtient par passage a la limite lorsque € — 0

A/If+u/lg§/IAf+ugS/\/lf+u/jg

CQFD °

Corollaire 16.3.2 (Croissance et Inégalité de la Moyenne)
Soient f et g dans Cpp([a,b]).
On a la croissance de l'intégrale :
f<9= / f< / g
I I
Puisque f est alors bornée, on a l'inégalité de la moyenne
‘/fg‘ Ssuplfl-/lg\
I I I

En particulier on obtient une "généralisation aux sommes continues de l'inégalité triangulaire”

[l i

Démonstration La croissance est une conséquence immédiate de la positivité et de la linéarité

f§g=>g—f20=>/lg—/lf=/l(g—f)20=>/1f§/lg

L’inégalité de la moyenne, en découle puisque

fal < (suplfl) -lol don —(sup|fl)-lol < fg < (sup|f]) - Io

D’otu par croissance et linéarité de 'intégrale

—(SI}plfl) -/I\QI S/Ifgé (sgplfl) -/I\9|

La derniére inégalité en découle puisque pour f = 1, on obtient

’/19’ Ssup|1\-/|9|
I I I
——
=1

Remarque 16.3.1 Le nom d’inégalité de la moyenne provient du fait que

f,lf/jfg

peut étre interprétée comme la moyenne de f pondérée par g sur I (comme un barycentre). La proposition
affirme alors que cette moyenne est magjorée en valeur absolue comme la fonction. *

Remarque 16.3.2 En particulier pour f € Cpm([a, b])

1
meSM:MnSb <M

— 4 Jab)

ﬁ f[a b | est ce qu’on appelle la valeur moyenne de f sur [a, b *

12



16.3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE 13

Proposition 16.3.3 (Relation de Chasles) Soit f € Cpn(I) et a < b < ¢ dans I, alors

[ a=] 4] s
la,c] la,c] [e,b]

Démonstration Soit (¢, ¢) une e-approximation de f sur [a, b], elle constitue aussi des e-approximations
de f sur [a,c] et sur [¢,b]. On a

&

A'f <fouf <[ w

[a,c]

%@w <fouyf <[ v

[e,b]

/ w+/ wS/ f+/ fS/ Y+ G
la,c] [e,b] [a,c] [e,b] la,c] [e,b]

Et donc grace a la relation de Chasles relative aux fonctions en escalier

[ o< g+ 5[
la,b] la,c] [e,b] [a,b]

Or par € approximation de f sur [a, b]

f—(b—a)es/

[a,b]

D’ou par addition

o et /ws f+(b—a)e
[a,b] [a,b]

[a,b]
Et donc
ﬁ%wwks/ f+/ < f+t-ap
[a,b] la,c] [e,b] [a,b]

Ceci étant réalisé qul que soit € > 0, on conclut grace au passage a la limite

e—0
o
Remarque 16.3.3 En notant pour f € Cpy,(I) et a,b dans I
b f[a’b} f Si a<b
/f(:c)dxz 0 Si a=b
a ~Jpf Si a>b
la relation de Chasles s’écrit
Y(a,b,c) € I?, /cf(x)dx:/bf(x)dw—i—/cf(x)dx
a a b )

Remarque 16.3.4 Pour a et b quelconques, Uapplication f — fab f(x)dx est encore linéaire mais n’est
plus croissante, cependant :

b
1f] < M — / F(x)dz| < M|b—df
*
Corollaire 16.3.4 (Croissance relativement au domaine d’intégration)
Pour tout f € Cp(I) on a
(rz0 e [a,b]CI>:>/ fg/f
[a,b] I
L)

13
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14CHAPITRE 16. INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

Démonstration Si f > 0 et [a,b] C I, alors

/If=/af<x>dx+/bf<x>dx+/fﬂx)dxz/bm)dw

16.3.2 Structure euclidienne de C(/)

Proposition 16.3.5 (Séparation)

vf e, (fzo et /f:()):>f:0
I

Démonstration Soit f € C(I) telle que

f>0 et /Isz

Supposons par l’absurde f # 0, alors pour un certain z¢ € I f(xq) > 0.
Et donc par continuité de f en xg, on peut trouver J segment contenant xg tel que tel que

f(x0)
2

D’ou par croissance relativement au domaine d’intégration et croissance de I'intégration

/Ifz/]fz/J‘f(;”‘))|JJc(;5‘))>o

D’ou la contradiction °

JclI |J| >0 et Veeld, f(z)>

Remarque: Cette proposition est en général fausse dans le cas des fonctions continues par morceaux.
Exemple: fol E(z)dx =0 et pourtant E(0) # 0
Remarque: De méme cette proposition est en général fausse dans le cas des fonctions non positives.

Exemple: f_ll xdr =0

Lemme 16.3.6 (Invariance par translation)

Soit f € Cpm([a,b]) et h € R
b—h b
/ f(:z:+h)d:1::/ f(x)dx

—h

Démonstration Soit (p,1)) une e-approximation de f (avec € > 0 quelconque)
Vo€ la,b],  p(r) < flz) <yx) et Y(z)—plr)<e
On en déduit
Vr € [a—h,b—hl, pl@+h) < fx+h) <p(x+h) et v(x+h)—pr+h)<e

Et comme ¢(- 4 h) et ¥(- + h) sont en escalier, on en déduit :
(p(-+ h),¥(-+ h)) est une e-approximation de f(- + h) sur [a — h,b — h].
D’ou

b—h b—h b—h
/ cp(x+h)dx§/ f(:r+h)dx§/ plx+h)de+ (b—a)e
a—h a—h a—h

Or s’agissant d’une fonction en escalier (exercice)

/ab_hgo(ac—&-h)dx = /abgp(x)dm

—h

14
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Par ailleurs . . .
/ o(x)dr < / f(z)dz < / o(x)dz + (b—a)e

Et donc en combinant ces trois derniers encadrements

b b—h b
/f(z)dxf(bfa)eg/ f(x+h)dx§/ f(x)dz+ (b—a)e

—h

Ceci étant vrai quel que soit € > 0, on en déduit

/a ’ flaydr < / " et hydr < / ' fla)d

—h

Corollaire 16.3.7 Soit f € Cp,, (R) T-périodique alors pour tout a € R

/anrTf(x)dm = /OTf(x)dm

&
Démonstration Posons a = mT +r avecm € Z et r € [0,T]
a+T r+T T r+T r
/ f(ac)dx:/ fl@+mT) dx:/ f(x)dx+/ f(x)dzf/ f(z)dzx
a T S——— 0 T 0
=f(x)
Or
r+T r r
/ f(x)dm:/ f(x—i—T)dx:/ f(z)dx
T 0 0
[ ]
Remarque 16.3.5 lorsque [ est T-périodique et I est un intervalle de longueur T, la quantité
1
T / d
I
est ce qu’on appelle la valeur moyenne de f, elle ne dépend ni du choix de I ni du choix de T *

Exemple: les moyennes de cosinus et sinus sont nulles.

En effet sinus étant impaire

T
— sinzdr =0
2 J_,

On en déduit

27 57/2 1 57/2
cosxdw:%/ﬂ cos(:v—w/?)dac:%/7T sinzdr =0

2 0 /2 /2

Exercice: Montrer que
27 1 27 1
— sinzxdx:—/ cos’xdr = =
27'(' 0 27T 0 2

Solution : Notons s et ¢ les moyennes de sin? et cos2.

Par linéarité
1 27

s+c=— sin2:r+cos2a:dz:1
27 Jo  ——
=—1
Par ailleurs, par translation et par périodicité
1 5mw/2 1 57/2 1 27
s:—/ sin?’(x—ﬂ'/Q)dr:—/ cos’rdr = — cos’zdz = c
27 Jry2 27 Jry2 2 Jo
15
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16CHAPITRE 16. INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

Proposition 16.3.8 (Produit Scalaire) l’application (- | -) définie sur C(I)? a valeurs réelles et définie
par

Wfg) €CU?,  (flg) = / fg

est une forme bilinéaire :

(f I Xg+ph) =

(x)  Y(fig.h)€C)®, V(A p)€R?, {</\g+uh|f> = i<g|f>+u<

symétrique
() V(g ecd)?,  (flo={g]f)
définie positive

(k%) VfeCl), (fI/)>0[f#0

On résume ces propriétés en disant que (- | -) défini un produit scalaire sur le R-espace vectoriel C(I) &
Preuve La caractére symétrique est immédiat.

Pour montrer la bilinéarité il suffit de prouver la linéarité a droite :
Pour f, g, h quelconques dans C(I) et A, u deux réels quelconques.

(flAg+uh>:/If-(/\g+uh):/I/\f~g+uf~h:A/If~g+u/If~h:A<f|g>+u<f|h>

Enfin, Soit f € C(I) quelconque.
Le caractére défini positif provient d’une part de la croissance de l'intégrale

P20 don (£ = [ 20

et d’autre part du théoréme de séparation puisque
() =0= [ f£=0—=r=0—7s=0
1~~~
>0
Ainsi puisque (0,0) =0 on a f =0 <= (f, f) =0, et donc par contraposition

[#0= (/) #0=(f,f)>0
~——

>0

Remarque 16.3.6 le caractére définie positif nous permet d’associer & ce produit scalaire une application
I - |2 définie sur C(I) par

[fll2 == v/ (f, f)

Théoréme 16.3.9 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient f,g deux fonctions dans C(I), on a

ol (1

(£ 19)] <17l gz

le cas d’égalité n’arrivant que lorsque [ et g sont proportionnels (on dit aussi qu’ils sont liés), i.e.

Ou de fagon équivalente

dJNER; f=Ag ou g=M\f

16



16.3. PROPRIETES DE L’INTEGRALE 17

Démonstration Soient f, g dans C(I).
Dans le cas g = 0 I'inégalité devient une égalité (et la fonction nulle est liée & f par 0 =0- f).
Supposons alors g # 0, c’est a dire ||g||2 # 0.
On pose P : R — R défini par
P: A= {(f+Xg| f+Ag)

elle est positive , mais aussi polynémiale de degré 2 car par bilinéarité et symétrie
VAER, PO = gl3N* +2(F, 90 + IIF13

On en déduit que son discriminant réduit A’ ne peut étre strictement positif (car alors P changerait de
signe), d’ou
A"<0 etdonc (f,9)°—gl3-[IfI3<0

D’ou l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Le cas d’égalité correspond a A’ = 0 et donc I'égalité n’a lieu que si P admet une unique racine, ce
qui équivaut & dire qu’elle admet au moins une racine (car le cas de 2 racines est exclu, d’aprés ce qui
précede).
D’oti on a égalité si et seulement si il existe A € R tel que P(A) = 0.
Ce qui équivaut a

(f+Xg|f+Ag) =0

Et donc par le caractére défini ceci équivaut a

f+2g=0
o
Exercice: Monter que 'application || - ||2 définie sur C(I)
e est positive: VfeC(I), |[f|l2>0
e est définie: VfeC(), |fll:=0<f=0
e est homogéne : VA eR, VfeC), [A-fllz=IM"fll2
e vérifie 'inégalité triangulaire : V(f,g) € C(I)2, ||f +gll2 < |Ifllz + llgll2
On résume ces propriétés en disant que || - |2 est une norme sur le R-espace vectoriel C(I)
Définition 16.3.1 (Somme de Riemann)
Pour f défini sur [a,b] on pose
VneN R(f)~—b_a7§f(a+kb_a)
) mn L n n
k=0
R, (f) est ce qu’on appelle la somme de Riemann de f d’ordre n sur [a,b] '

Remarque 16.3.7 Si f est définie sur [a,b] et si on pose o := (a—i—kb_T“)ke[[o,n]] une subdivision de [a, b]
de pas constant, alors

Ro(f) = 1(p;0)

ot @ est une fonction en escalier de subdivision adaptée o avec

@J]ai,ai+1[ = f(al)

17
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18CHAPITRE 16. INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

Remarque: D’autres sommes sont possibles ne remplacant f(a;) par f(a;+1), ou encore la valeur

moyenne W ou encore toute autre valeur de f sur [ai, aiﬂ]

Proposition 16.3.10 Si f est lipschitzienne sur [a,b] alors

[ 9

)
Démonstration Soit f M-lipschitzienne et posons aj := a + k%% pour chaque k € [[0,n].
D’aprés la linéarité de l'intégrale et la relation de Chasles, on a pour tout n € N
b
Dde=Ra(p)| = | [ f@)do— Ru(1)
b n—1
b—a
- m/’ij>dxA—A4;;fj{jfxak>
k=0
n—1
ak+1 b _ 1 Ak41
= Z/ z)dw — a Z / fla)dx
no = agp — ag Jg,
ak+1 ak+1
SO RETIE oy A
n—1 Qi1
= §j/ ~ Jlax)) da
D’ou par inégalité triangulaire (sur la somme discréte et continue)
- Ap1 n—1 gy
z)dr — R ( ff(ak)> dx SZ/ f(a:)ff(ak)’d:c
=0 k=0 " @k
On en déduit puisque f est M-lipschitzienne et par croissance de I'intégrale
akt1 n-l s b—a\? M(b— a)?
z)dr — < - < —az)? = = 7
T Z/ M\x a| dz ZMakH ag) ZM( - ) -
k=0 k=0
<ak+1 ay
On conclut par le théoréme des gendarmes °

16.4 Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes
Dans cette section I désigne encore un segment de R

Définition 16.4.1 Une fonction & valeurs complexes f est dite continue par morceauz, et on note f €
Cpm (I, C) lorsque

Re(f) € Cpm/(I) et Im(f) € Cpm(I)

Cpm (I, C) est un C-espace vectoriel et un anneau (stable par passage au conjugué compleze).
On étend alors lintégration aux fonctions complexes en posant

[ 1= [ Retpy+i [ mmin

18



16.4. BREVE EXTENSION AUX FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES 19

Remarque: Par définition

w([9)- fran o« n(f2)~ [

On en déduit immeédiatement

Proposition 16.4.1 (Linéarité)
Uintégration est une forme C-linéaire sur Cpp(I,C) (a valeurs complezes)

Y(f,9) € C(ICP, V(\p) € C?, /I(Af+ug)=k(/lf>+u</19>

Démonstration Soient f et g continues par morceaux.

[ o= [Retr+a+i [ 1nts+0)= [ Re(h)+ Relg) +1 [ 1ms) + Imto)

I I
D’ou par linéarité de l'intégration réelle.

[+a= [ R+ [Rety+i [ 1mg)+i [ 1mig) = [ 1+ [ 4

D’ou additivité. Montrons "homogénéité, soit A € C. On pose (avec r, s réels)

A=r+is et v:=Re(f) §:=Im(f)

/Af:/(r'y—s5)+i(r5+sv):/r’y—s5+i/r(5+57
I I I I

Et donc par linéarité de 'intégrale réelle

/I)\f:r/jfy—s/lé—i—ir/lé—&—is/lyz(T+is)~(/17—1-1'/15):A/If

Proposition 16.4.2 (Relation de Chasles) Avec les mémes conventions de notation que dans le cas
réel, on a

Y(a,b,c) € I?, /acf(x) dr = /abf(x) dx+/bcf(x) dx

&
Exercice: Donner une preuve
Proposition 16.4.3 (Inégalité de la Moyenne - Admis)
W eew. o | [ o <swinl- [l
En particulier
veewo. | [s<[is
I I
)

19
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