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Chapitre 19

Espaces Vectoriels

19.1 Espaces-vectoriels et Sous-espaces vectoriels

voir Fiche 09 : Structures Algébriques

Définition 19.1.1 (K-ev)
Soit K un corps commutatif (le plus généralement K = R ou K = C) et E un ensemble muni d’une f.c.i + et d'une loi de
composition externe - : K X E — E.
On dit que (E,+, ) est un K-espace-vectoriel lorsque
(EV1) (E,+) est un groupe commutatif.
(EVa) " est distributif a gauche sur + :

VN z,y) EKXEXE, A (z4+y)=X-z4+X\-y
(EVs) " " est distributif a droite sur + :
VA, p,z) EKXKXE, (A4+p)-z=X-zxz+pu-x

(EV4) Associativité mizte :
VA, p,z) EKXKXE, (Axp)-xz=X(p-z)

(EVs) 1k est opérateur neutre relativement a "-"

Vee E, lx-xz==x

On appelle vecteur tout élément de E et scalaire tout élément de K [

Remarque: On montre par une récurrence évidente (avec les notations additives pour le groupe (E, +))

Vn € Z,Nx € E, nr=mn-x

Exemple: (5), +,) et (?, +,+) sont des R-ev
Exemple: ({6)}, +,-) est un R-ev

Exemple: R et C sont des R-ev

Exemple: C est un C-ev, mais R n’est pas un C-ev

Exemple: Si (K, +, x) est un corps, alors (K, +,) est un K-ev (ou - est induite par x)

(
Exemple: (F(I,R),+,-) est un R-ev
Exemple: (F(I,C),+,-) est un C-ev (mais aussi un R-ev)
Exemple: (S(R),+,-) et (S(C),+,-) (suites a valeurs réelles resp. complexes) sont des R-ev
Exemple: (S(C),+,:) est un C-ev
Exemple: (K[X],+,-) est un K-ev (ou - est induite par x)

Exemple: Soit F' un K-ev et X un ensemble, ’ensemble 7 (X, F') des applications de X dans F' forme
un K-ev pour les lois

frgiae f@)+g@) et A-fize A f()
ou f, g sont quelconques dans F (X, F') et A quelconque dans K

Remarque 19.1.1 Si (E,+,-) est un C-ev alors (E,+,-) est un R-ev.
Ici on note encore - la lce induite par - sur R *
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Définition 19.1.2 (CL)
Soient (N;)ier et (zi)ier deuzx familles finies de scalaires et vecteurs respectivement.

Le vecteur
5 a
i€l

est ce qu’on appelle une combinaison linéaire des vecteurs (z;)iecr >
Exercice: Soit (E,+, ) un K-ev. Montrer que pour tout € E et tout A € K
—( @) = (-N) = A (o)

ANx=0g <= A=0 ou z=0g

Solution : Grace aux distributivités

(OK+OK)'-T:0K'$+OK'1' et )\(OE+OE):)\0E+/\OE
—— ——
OK OE

D’OflOK-l':OE et )\OEZOE
D’ou par distributivité

Azt (=N -z2=A=-A)-2=0 -2=0g et Az+ A (—x)=A-0g=0g
D’ou par définition des symétriques

(=N z=—-(A-x) et A(=x)=—=(\-2)

Enfin supposons A - x = 0g, Montrons que A =0g ou z =0g.
En effet dans le cas ot A =0, il n’y a rien & montrer et dans le cas contraire

——
O

> =

Remarque: On en déduit pour tout A\, 4 dans K et z,y dans E

Alz—y)=A-z—Xy et A=p)z=Xz—p-zx

Arx=Xy Ar=p-x
— T = et = A=
A#0 y 40 "
Proposition 19.1.1
Soient (E,+,-) et (F,+,-) deuz K-ev, alors E X F muni des lois produit est un K-ev. &

Démonstration
(EVy) (E,+) est un groupe commutatif. (cf fiche)
(EVy) "-" est distributif & gauche sur + :

V(A (a,b),(z,y)) EKXx (EXx F)x (ExF), X-((a,b)+ (u,v)) =X (a+u,b+v) =

A (atu X b+v)=G-atAwA-b+A-v)=-ar b)+A-uA-v)=A(a,b)+ A (u,0)
(EV3) "M est distributif a droite sur + :

Y\ 1, (a,0)) € KxKx(ExF),  (A+pn)(a,b) = (Apa)-a, (A+p1)-b) = (Aeatpa-a, A-b+p-b) = A-(a, b)+p-(a, b)
(EVy) Associativité mixte :

VO i, (a,0)) € KxKx(ExF),  (Axp)-(a,b) = (Axpa)-a, (Axp)-b) = ((u-a), (b)) = A-(p-a, p-b) = A-(-(a, b))

(EVs5) 1k est opérateur neutre relativement a

Y(a,b) e Ex F, 1x-(a,b) = (1x-a,1x -b) = (a,b)
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Exemple: (R? +,-) est espace produit de (R, +, ) avec lui-méme
Exemple: On définit de méme C? et par récurrence pour tout n € N*, R" et C"

Exemple: On généralise cette définition au K-ev : E™ ou E est un K-ev

Définition 19.1.3 Soit (FE,+,-) un K-ev et F C E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel de (E, 4+, ) lorsque
e F est un sous-groupe de (E,+)
e F' est stable pour -

L)

Remarque 19.1.2 Si (E,+,-) est un K-ev et FF C E est une partie stable pour - et +, alors - et + induisent une f.c.i sur B
(notons-les encore - et +).

F  est un sous-espace vectoriel de (E,+,-) <= (F,+,:) estun K—ev

Proposition 19.1.2 Soit (E,+,:) un K-ev et F C E non vide.

F  est un sous-espace vectoriel de (E,+,) <= V(\,p,z,y) EKXKXFXF, X z+p-y€eF

Démonstration e 'implication directe est claire puisque pour z,y dans E et A, u dans K, on a :
Az € E et uy € E par stabilité pour la loi - Et donc A-xz+p-y € F car F est stable par addition puisque
c’est un groupe

e Réciproquement puisque F' est une partie non vide et que pour tout z,y dans F
r—y=1-z+(-1)-yeF

c’est donc un sous-groupe de FE.
De plus pour tout x € F et A € K
Ax=A-x+0-2e€F

F est donc stable par - °

Remarque: On utilise parfois cette propriété en deux temps, Pour F' C F non vide, F' est un sous-
espace vectoriel de (E,+,+) si et seulement si

V(z,y) e FxF, x+y€eF et VN z) eKxF, ANzeF

Exercice: le prouver

Remarque: Soient A C B C F et B un sous-espace vectorielde E. On a

A sous — espacevectoriel de E <= A sous — espace vectoriel de B

— —
Exemple: Toute droite vectorielle R est un sous-espace vectoriel de P (resp. £ )

Exemple: Tout plan vectoriel R7% 4+ R7% est un sous-espace vectoriel de F

Exemple: ensemble des fonctions bornées B(I,R) est un R-sev de F(I,R)

Exemple: 'ensemble Sy(R) des suites convergeant vers 0 est un R-sev de S(R)

Exemple: ensemble des fonctions paires (resp. impaires) sur R forment des R-sev de F (R, R)
Exemple: l'ensemble C*(I) est un R-sev de F(I,R)

Exemple: 'ensembles des fonctions dérivables sur I est un sev de F(I,R)

Exemple: Esc([a,b]) et Cpm([a,b]) sont des R-sev de F([a,b],R)

Exemple: K, [X] est un sev de K[X]

Exemple: I’ensemble des solutions d’une équation linéaire premier ordre homogéne résolue sur I est un
sev de F(I,R)

Exemple: ’ensemble des solutions d’une équation linéaire & coefficients constants du second ordre ordre
homogeéne résolue sur I est un sev de F(I,R)

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Proposition 19.1.3 Soit (F;);c; une famille non vide (finie ou infinie) de sev de E, alors
N
iel

est un sev de E &

Démonstration puisque Vi € I,0g € F; (car il s’agit de sev). on en déduit [
vide (car contient Og) de E

;7 Fi est une partie non
Par ailleurs. Soient z,y dans (,.; F; et A, dans K quelconques.

Pour tout ¢ € I, puisque F; est un sev, ANx+p-yeFlF

et donc Aw+p-y €N Fi .

Remarque: On ne peut en général rien dire pour la réunion (méme finie) de sev

Exemple: = — 2341 est la CL d’une fonction paire et impaire sur R mais n’appartient pas a la réunion
fpair (R7 R) U fimpair (R7 R)

Définition 19.1.4 Soit P une partie de l'ev E, on note Vectg(P) (ou tout simplement Vect(P)) le
sous-espace vectoriel engendré par P, il s’agit du plus petit (au sens de Uinclusion) sous-espace vectoriel
de E contenant P :

P C Vect(P) Vect(P) sevde E

VF € P(E), (F sevdeE et PCF) = Vect(P)CF

Démonstration Montrons I'existence de ce sous-espace.
Soit Sp 'ensemble des sev de E contenant P.

Sp non vide car il contient E.

Posons

V::ﬂF

FeSp

c’est un sev d’apres la propriété précédente et il contient P (car intersection de parties contenant P) d’ou
VY € Sp. Montrons que c’est le plus petit élément.
Soit Fy € Sp par définition

v=| () F|nRck

FeSp
F#£F,

Remarque: Vect()) = {0} Vect(E) = E et pour tout sev F de E, on a Vect(F) =F

Proposition 19.1.4 Soit P une partie de E, on a

Vect(P) = {Z A | Ifini (N)ier €K' et (23)ier € B}
iel
En particulier si P = {x1,...,Tm}
Vect({z,...,om}) = {>_ Xizi | (Ai)1<i<m € K™}
i=1

On note

Vect(xy,...,Tm) ::ZK~zi:K-x1+...+K-xm
i=1
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Démonstration On note V un tel ensemble.

11 est stable par adition et par multiplication par un scalaire, ¢’est donc un sev. Par ailleurs P C V (clair).
Donc V € Sp (voir notations ci-dessus). Montrons que c’est le plus petit élément

Enfin tout sev F' de E contenant P vérifie, F' est stable par CL, et donc puisque P C F toute CL
d’éléments de P est dans F, i.e.

VCF
[}
Exemple: Pour u € P non nul, Vect(W) est la droite vectorielle R
Exemple: Pour o, v dans E) non colinéaires, Vect(w, V') est le plan vectoriel Rw + R’

Exemple: Dans K[X], on a Vectg(1, X, X2, ..., X™) = K,,[X]

Exercice: Montrer que pour P,(Q deux parties d’'un K-ev F, on a

P C Q= Vect(P) C Vect(Q)

Définition 19.1.5 Soit E un K-ev, on dit que les sev A et B sont supplémentaires dans E (ou encore
que A est un sev supplementaire de B ou encore que B est un sev supplementaire de A) lorsque.
Tout vecteur x € E se décompose de facon unique sous la forme

r=a+b avec a€ A et beB

i.e.
Vee E, 3 a,b)e AxB; xz=a+b

On note
E=AoB

)

Exemple: Soient i, j les vecteurs de la base canonique de P, alors R i et R j sont supplémentaires

e e . = - = o7
Exemple: Soient i, j, k les vecteurs de la base canonique de £, alors Ri et Rj + Rk sont sup-
plémentaires

Exemple:
f(R,R) = fpair(Rv R) 5% fimpair(RvR)

Remarque: Rappelons la notation pour A, B deux sev

A+B:={a+b| a€A et be B}

Exercice: Montrer que pour A, B deux sev de F on a A+ B = Vect(A+ B) = Vect(AU B)
Exercice: Montrer que pour A, B deux sev de F on a

E=A+B<=VzecE, 3F(ab)eAxB, z=a+b
Proposition 19.1.5 Soit E un ev et A, B deux sev de E. On a alors

E=A®B<=FE=A+B e ANB={0}

Démonstration Dans le sens direct, si E = A® B, on a E = A+ B d’apreés 'exercice précédent.
Par ailleurs si x € AN B, par unicité dans les décompositions

= x + 0 et r= 0 + «x
N~ =~ ~—
cA €B €A €eB

onaz=0.
Pour la réciproque, soit x € E on sait déja puisque £ = A 4+ B, que 'on peut trouver a,b dans A et B
respectivement tq

r=a+b

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Montrons l'unicité. Si par ’absurde on peut trouver (a/,b’) € A x B distinct de (a, b) tel que
r=a 4V

On en déduit
ad+b —(a+b)=0 dou o —a=b-V
——

~——
€A €B
D’ou
ad—-—acANB e b—be€ANB
Or AN B = {0}... contradiction D

Exercice: Montrer que pour A, B deux K-ev on a

AxB=Ax{0}®{0}xB

19.2 Translations, sous-espaces affines

19.2.1 Translations

Définition 19.2.1 Soient E un K-ev et a dans E, on note 7, : E — E application définie par
Ta T H—a+x

On dit que 7, est la translation de vecteur a '
Remarque: Attention 7, n’est pas un morphisme d’espaces vectoriels (ni de groupe) sauf lorsque a = 0

Proposition 19.2.1 L’ensemble T(E) des translations de E est un groupe abélien pour la loi o, on a en
particulier un isomorphisme de groupes 7 : (E,+) — (T(E),o) défini par

T:QF> Tq

Démonstration Puisque
Ta © Tob = Ta+b et T():IdE

On en déduit que 7, ' = 7_; € T(a). C’est donc bien un groupe (abélien car a +b = b + a).
Le cararctére morphisme est clair.

7 est surjectif par définition de T'(E).

Montrons qu'il est injectif

ackerT=17,=0=7,(00=0—=a+0=0=0a=0

Exercice: Soit A un sev de E et a € A, montrer que

To(A) = A

19.2.2 Sous-espaces affines

Définition 19.2.2 Soit E un K-ev on dit que A est un sous-espace affine de E lorsque A est l’image
d’un sev de E par une translation. i.e. lorsque

il exviste A sevde E; et a€E telsque A=T1,(A)

On note alors A=a+ A, A est ce qu’on appelle la direction de A et a une origine.
les éléments de A sont appelés des points. [
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Remarque: si la direction d’un sea est unique, les origines ne le sont pas en général.

Preuve Supposons qu’il existe deux directions distinctes A et A’ pour un méme sea A on a pour a,a’
bien choisis
A=a+ A et A=ad + A

En particuliera =a+0€ A=a + A’ d'ott a = a’ + 3 pour un certain 3 € A’.
On en déduit pour tout o € E (les translations étant des bijections)

a€ A= T1,(a) €T (A) &= Tu(a) EA=Tu(A) = 7, (Tu(Q)) € A = Ty_w(a) € A' <= 15(a) € A

D’oul puisque —3 € A’
a€A<=aecT gA)=4

Dou A=A’ °
Exercice: Montrer que pour tout a € F et A, B sev de E

ACB—a+ACa+B

Exercice: Montrer que pour tout b € A4 ou A est un sea de direction A, ona A =0+ A
Exemple: un singleton {a} est un sea de direction {0} et d’origine a

Exemple: Tout sev F' de E est un sea d’origine 0 et de direction F’

Exemple: dans le plan P, la droite M + Ru est un sea de 7_3) de direction Ru (M est une origine)
Exemple: dans l'espace &, la droite M + Ru est un sea de € de direction Ru (M est une origine)

Exemple: dans 'espace &, le plan M + Ru + Rv est un sea de ? de direction Ru + Rv (M est une
origine)

Exemple: Dans F(I,R) (I intervalle) ensemble des solution d’une équation linéaire résolue sur I du
premier ordre est une sea sous la forme

Yo + Ro
1o est une origine (solution particuliére) et R¢ est la direction (voir solutions de 1’équation homogene)

Exemple: Dans le C-ev : F(I,C) (I intervalle) 'ensemble des solution d’une équation linéaire résolue
sur I du deuxiéme ordre & coeflicients constants est une sea sous la forme

o + Coy + Coa

1o est une origine (solution particuliere) et C¢; + Coy est la direction (voir solutions de ’équation
homogeéne)

Remarque 19.2.1 Etant donné un sea A de direction A, le choix d’une origine a permet d’identifier les
points de A et les vecteurs de A au travers de la bijection T,.

Cette identification induit des lois + et - sur A qui dépendent du choiz de l'origine a, on ne fera donc
pas usage systématique de cette identification *

Définition 19.2.3 Soient E un K-ev et A, B deux sea de directions respectives A et B.
On dit que A est paralléle a B lorsque A C B. On dit que A et B sont paralléles lorsque A = B [

Exemple: les droites M + Ru et N + Ru sont paralléles dans le plan

Exemple: les plans M + Ru + Rv et N + Ru + Rov sont paralléles dans I’espace

Exemple: Dans 'espace, la droite M 4 Ru est paralléle au plan N + Ru + Ruv

Exemple: les solutions de ’équation 3y’ — y = cos(t) forme un sea paralléle a 'ensemble des solutions

de I'équation y” — 2y’ + y = tan(2t)

Proposition 19.2.2 Soient E un K-ev et A, B deuzx sea de directions respectives A et B.

Pour tout (a,b) e Ax B, ona ANB#0<=a—-be A+ B
Et dans le cas ANB # 0, alors : AN B est un sea de direction AN B &

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Démonstration Soient a, b tel que ci-dessus. Alors (voir exo ci-dessus)
A=a+ A et B=b+ B
D’ou si € AN B existe on en déduit pour un certain (o, 8) € A X B,
a+a=xz=b+p donc a—b=0Ff—a€ A+ B
Réciproquement si a — b € A + B alors on peut trouver (o, §) € A x B, tel que

a—b=a+p donc a—a=b+p
S~ =~
€A eB

Dou ANB # 0.

Placons-nous dans le cas AN B # 0, soit ¢ € AN B, on a (cf exo)
A=c+ A et B=c+B
On en déduit pour tout =z € £

reANB = I a,B)€AXB; z=c+a=c+f
— 3 o,B)€eEAXB; z=ct+a et a=p
<— da€ANB; z=cHa«a
< zx€c+ANB

L]
Corollaire 19.2.3 Awec les notations ci-dessus on a
Aparallelea B= ANB=0 ou ACB
&
Preuve Dans le cas ou A est paralléle & B (ie A C B), on a Soit AN B = 0.
Soit pour un certain x € AN B, on a
A=+ A=x+ANB=ANBCB
°
19.3 Applications Linéaires
Voir Fiche 09
19.3.1 Définitions et Exemples
Définition 19.3.1 Soient E et F' deux K-ev.
On dit que ¢ : E — F est un morphisme d’espaces vectoriels (ou une application linéaire) lorsque :
VO zy) EKXKXEXE, X -z+p-y)=X @) +p- oy
On note L(E, F) l’ensemble de ces applications.
St de plus ¢ est bijectif et <p71 est un morphisme, on dit que ¢ est un isomorphisme.
On note Isom (E, F) ’ensemble de ces isomorphismes L)

Remarque: On utilise parfois cette propriété en deux temps, ¢ : £ — F est un morphisme d’espaces
vectoriels (ou une application linéaire) lorsque : si et seulement si

V(z,y) e EX E, o(x+y)=p)+p(y) et V(A z) e KX E, oMA-z)=Xp(z)

10
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Remarque: On généralise la conservation des CL pour tout f € L(E, F),
Vn € N*,V(Ii)lgign S En,VO\i)lSign S Kn, f(z )\ixi) = Z )\Zf(xl)
k=1 k=1

Remarque: Lorsque 'on peut trouver un isomorphisme K-linéaire entre deux K-ev : E et F', on dit que
FE et F sont isomorphes.

Remarque: L(E,K) est 'ensemble des formes linéaires
Exemple: D'application nulle 0 : £ — F' qui a tout x € E associe O est linéaire.

Exemple: Idg : E — FE et toute homothétie A\Idg sont linéaires (A € K) et des automorphismes lorsque
A#£0

Exemple: les applications partie réelle Re et partie imaginaire I'm sont R-linéaires de C dans R, elles
sont R-linéaires de C dans C, mais ne sont pas C-linéaires de C dans C

Exemple: (z,y) — x + iy est un R-isomorphisme de R? dans C
Exemple: la conjugaison z — Z est un isomorphisme R-lineaire de C dans C (mais n’est pas C-linéaire)

Exemple: La dérivation f +— f’ est C-linéaire de C''(I,C) dans CY(I,C) et R-linéaire de C'(I,R) dans
C°(I,R) (I un intervalle)

Exemple: La dérivation n-itme (n € N*) f — f(® est C-linéaire de C"(I,C) dans C"~*(I,C) et
R-linéaire de C™(I,R) dans C"~1(I,R) (I un intervalle)

Exemple: L’intégration f — ff f(t)dt est C-linéaire de C%([a, b], C) dans C et R-linéaire de C°([a, b], R)
dans R (I un intervalle)

Exemple: la valuation en un point a € K, f — f(a) est K-linéaire de F(K,K) dans K et de K[X] dans
K

) - — = . . o 5 .
Exemple: Etant donnée une base (i, j) de P, on a 'isomorphisme linéaire entre R* et P

- -
(r,y) —xi +yj

- — ) . L 3 .7
i, , on a l'isomorphisme linéaire entre R” et &

)

Exemple: Etant donnée une base ( ,?) de

)

!

(,y,2) —xi +yj +2]

Exemple: On a I'isomorphisme K-linéaire entre K" et K,,[X]

(agy---,ap)—ag+ar X +...+a, X"

Exemple: Pour \,...,\, fixés dans K (avec n € N*), on a Papplication K-linéaire © : K" — K, définie
par
O:(z1,.. ., &n) > NMT1L+ ...+ Ay

Exemple: Pour zy,...,z, fixés dans E (un K-ev avec n € N*), on a I’application K-linéaire 6 : K® — E,
définie par

0: (A, An) = Mz + o+ A,
Exercice: Soient A, B deux K-sev de E. alors m; : A X B — F et my : A x B — E définies par

71 : (a,b) — a et 7o : (a,b) — b

sont linéaires

Exercice: Soient A, B supplémentaires dans E. alors 7: A x B — E définie par
7:(a,b) —a+b

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. (i.e. A @ B est isomorphe & A x B)

11
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12 CHAPITRE 19. ESPACES VECTORIELS

19.3.2 Structures et Propriétés

Proposition 19.3.1 Si E et F sont deux K-ev, Alors L(E, F) est un K-ev. L]
Démonstration Puisque L(E, F) C F(E,F) et que F(E, F) est un K-ev (puisque F lest). Il suffit de
montrer que L(E, F') est un sev.

En effet. Soient ¢, dans L(E, F') et a dans K.
Pour tout z,y dans F, et A\, u dans K on a

(p+)( Az +py) = e(Ar+py) +o( Az +py) = Ap(z) +pp(y) + A (z) +pp(y) = Me+9) () +p(e+9)(y)

(ap)(Az + py) = alp(Az + py)] = aldp(x) + pp(y)] = arp(x) + app(y) = Aap)(z) + plap)(y)
On a donc ¢ + 9 et ap dans L(E, F)... CQFD .

Proposition 19.3.2 Soit ¢ : E — F un morphisme d’espaces vectoriels.
¢ € Isom (E, F) <= ¢ est un morphisme bijectif de E dans F
&

Définition 19.3.2 Pour E un K-ev, on note GL(E) lensemble des isomorphismes d’espaces vectoriels
de E dans E (automorphismes de E). (GL(E),o) est le groupe linéaire de E. [ )

Définition 19.3.3
Sip:(E,+,) — (E,+,-) est linéaire, on parle alors d’endomorphisme.
On note End(E) ou L(E) l’ensemble des endomorphismes de (E,+, ). [

Exercice: Montrer que si p: E — F et ¢ : F' — G sont des applications linéaires alors

Yope L(E,G)

Exercice: Montrer que si F est isomorphe & F' et F' isomorphe a G alors E est isomorphe a G
Proposition 19.3.3 Si E est un K-ev Alors (L(E), +,0) est un anneau. L)
Démonstration On sait déja que (L(E), +) est un groupe abélien et et que o est une lci associative.

Par ailleurs Idg € L(E) est I’élément neutre pour o.
Enfin pour tout f,g,h dans L(E), on a

Ve € B, [felg+nl@)=f((g+n@) = f(9@) +h(@)F(g()) + f(h(a))

Ve e B, [(g+h)o fl(@) = (g +h) (@) = g(f(@)) + h(f(2))
Dot fo(g+h)=fog+ fohet (g+h)of=gof+hof, douladistributivité de o sur +... CQFD e

Définition 19.3.4 Soit ¢ : E — F un morphisme d’espaces vectoriels.
On note Im (p) et ker(p) l’image et le noyau de . Ils sont définis par :

Im(¢) :=¢(E) et  ker(p) =9 *({0r})

ot Op désigne l’élément neutre de (F,+) ®

Proposition 19.3.4 Soit ¢ : E — F un morphisme d’espaces vectoriels.
Im (p) et ker(p) sont des sous-espaces vectoriels de F et E respectivement. &

Démonstration S’agissant de morphismes de groupes en particulier, on sait déja que Im (¢) et ker ¢

sont des sous-groupes de F' et E respectivement. Il nous suffit alors de montrer la stabilité par -.
Soit A\ dans K.

Pour tout y € Im ¢, on a y = pp(x) avec z € E, d’ou

Ay =X-p(@) =¢p(Azr) € Imyp

Pour tout x € ker ¢, on a

o(Ax) = dp(x) = A0 =0 dou M-z €kergp

12
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Proposition 19.3.5 Soit ¢ : E — F un morphisme d’espaces vectoriels.
p est surjective <= Im(p) =F

@ est injective <= ker(¢) = {0g}

ot Op désigne l’élément neutre de (E, +) &

19.3.3 Equations Linéaires

Définition 19.3.5 Soient E et F' deur K-ev.
On appelle équation linéaire toute équation d’inconnue x de la forme

flx)="b
ou f € L(E,F) etbe F sont fixés. [ )

Proposition 19.3.6 Notons S, ’ensemble solution de l’équation ci-dessus. On a alors : Soit S, = ().
Soit Sy = xo + ker f est un sea de direction ker f et d’origine une solution particuliére xoy € E. &

Démonstration Placons-nous dans le cas S, # (), on a alors pour zg € S, une solution particuliére.
f@)=b<= f(x) = f(xg) <= f(x) — f(xg) =0<= f(r —29) =0<= x —xg Eker f

Exemple: Dans le plan, soit A un point et @ un vecteur (non nul) Pour tout réel k I’ensemble A, des

points M € P tels que @ - AM = k est un droite orthogonale a & la droite passant par A et dirigée par
=
U .

f(Z)=k avec f: T +—u- -7 de P dans R

Exemple: Dans le plan, soit A un point et @ un vecteur (non nul) Pour tout réel k I’ensemble A}, des
—
points M € P tels que Det(u, AM) = k est un droite dirigée par o

f(Z)=k avec f:7 + Det(d,2) de P dans R

Exemple: Dans Iespace, soit A un point et u, v deux vecteurs libres. Pour tout réel k ensemble Ay,
—_—
des points M € & tels que Det(W, v, AM) = k est un plan dirigée par o et v

f(T)=k avec f:7 + Det(d,v,T) de € dans R

Exemple: Pour a,b continues sur I, notons §(&) 'ensemble des solutions sur I de
) Yy +ay=0b

On a alors  S(E) = 9o + K.
ou 7 est une solution maximale de ’équation homogéne associée, et ¥y une solution particuliére de £.

fly)=b avec f:yr—y +ay deC*(I,K) dans C°(I,K)

Exemple: Pour a,b,c dans C avec a # 0 et u continue sur R, notons §(G) 'ensemble des solutions sur
R de
(G)  ay’+by +ey=u(t)

On a alors  §(G) = vo + S(Go).-

ol ¢y une solution particuliére de G et S(Gy) 'ensemble solution de 1’équation homogéne associée.

fly)=u avec f:yr—ay’ +by +cy deC*I,C) dans C°(I,C)

Exercice: Soient a,b dans C, on cherche ’ensemble U des suites u vérifiant

(%) Upta = AUpt1 + buy,

13
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14 CHAPITRE 19. ESPACES VECTORIELS

Soit
frur (Upgto — aupyr —bup)nen  de S(C) dans S(C)

Pensemble recherché est U = ker f est donc un sous-espace vectoriel de S(C).
Montrer que si « et 3 sont les racines du polynéme caractéristique P(X) = X2 —aX — b, Alors

r=(@")hen et s5=(0")nen (resp s=(nf")pen Sia=p)

sont des solutions de ().
Montrer que Cr et Cs sont supplémentaires dansUf : U = Cr d Cs

19.4 Bases et Combinaisons Linéaires

Rappelons qu’étant donnée une famille (x1,...,2,) de vecteurs de F, on appelle K-CL de z1,...,z,
tout vecteur qui s’écrit sous la forme

A1+ ...+ A\, avee Aq,..., A, dans K

Dans ce paragraphe (z1,...,2,) désignera une famille finie de vecteurs de F.

On notera
0 - K" — FE
’ ()\1;---’)\71) .SV 2 T s S W

On de fagon immédiate

ker = {(A1,...,An) €K™ | Mz + ...+ A, =0}
Im={zeFE | I(A1,..., ) €KY 2= a1 +...+ \zpn}

19.4.1 Familles Génératrices

Définition 19.4.1 (Famille Génératrice) On dit que la famille (x1,...,2,) € E™ est une famille
génératrice du K-ev lorsque
Vectg(x1,...,x,) = F

i.e lorsque tout vecteur de E s’écrit comme K-CL des vecteurs x1,...,x,

K-z1+.. K-z, =F

o
Remarque: 1l suffit en fait de vérifier
E C Vectg(x1,...,x,)
Proposition 19.4.1 En posant pour x1,...,x, fixtés dans E :
9 - K™ — E
A, o Mt A
On a a alors ’équivalence
(x1,...,2n) generatrice  si et seulement si 0 surjective
&
Exercice: Soit (z1,...,z,) une famille génératrice de E et f : E — F une application linéaire surjective

f:E— F (F et F deux ev)
Alors (f(x1),..., f(x,)) est génératrice dans F'

Exemple: 1 est générateur du R-evR (R=R-1)

14
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Exemple: 1 est générateur du C-ev C (C=C-1)

Exemple: 1 n’est pas générateur du R-ev C (C#R-1)

Exemple: (1,%) est une famille génératrice du R-ev C (C=R-1+4+R i)
Exemple: (1,7) est une famille génératrice du C-ev C (C=C-1+4+C-%)

Exemple: (1,X,X? ..., X") est une famille génératrice de K, [X]. En effet tout polynome P de K, [X]
s’écrit
P=ay-1+...+a,X" avec ag,...,a, dansK

Exercice: Si F = A+ B (en particulier si E = A® B) et si (z1,...,2y) (resp (Y1, ..., Ym)) une famille
génératrice de A (resp. de B) alors

(X1, s TnyY1s-- -, Ym) génératrice de F

En effet : E=A+ B =Vect(z1,...,zn)+ Vect(y1,...,ym) = Vect(1, ..., Tn,Y1,---, Ym,)

Définition 19.4.2 FEtant donnée deux familles de vecteurs F := (x1,...,%n) €t G := (y1,...,Ym). On
dit que F est une sous-famille de G ou encore que G est une sur-famille de F lorsque

{z1,...,zn} CT{Yy1, -, Ym}

[ )

Remarque: Dans ce cas on a en particulier m > n lorsque les vecteurs de F et G sont deux a deux
distincts

Exercice: Montrer que la relation F est une sous-famille de G (notée ici F < G) induit une relation
d’ordre sur I’ensemble des parties finies de F (laquelle ?)

Exercice: Soit (21,...,%n, Tnr1) génératrice et z,+1 CL des n premiers vecteurs, alors ((x1,...,Z,) est
génératrice.

on a la réciproque

Proposition 19.4.2 Toute sur-famille finie d’une famille génératrice est une famille génératrice '
Démonstration En notant G := (y1,.. ., ym) une sur-famille de la famille génératrice F := (z1,...,zy),
on a

{xla"'axn}c {yl,“'aym}

D’ot (voir exo)
E =Vect({z1,...,zn}) CVect{y1, - Ym})

Exemple: la famille (1, j, j2) est génératrice du R-ev C.
En effet, tout z € C s’écrit

1
z=a+ib=a+—=(1+4+2j)b € Vect(l,j
\/3( j) (1,5)

Dot (1,4) est génératrice, il en va de méme pour (1, j, j2)

Proposition 19.4.3 Soient (x1,...,2,) une famille et A\, \,—1 dans K alors

n—1

Vect(xy,...,xn + Z Apxy) = Vect(zy,...,2,)
k=1

En particulier on ne modifie pas le caractére générateur d’une famille en rajoutant a l'un des vecteurs
une CL des autres vecteurs. &

15
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16 CHAPITRE 19. ESPACES VECTORIELS

Démonstration Posons

n—1
Y1 =21, ,Yn—1 =Tp-1 €t yYp =2on+ Z)\kxk
k=1
e Montrons que Vect(x1,...,x, + 22;11 Aexy) C Vect(xy, ..., 2n).
En effet soit z € Vect(xy,...,z, + zz;ll Akx) on a alors pour une certaine famille (aq, ..., an—1, ).
n—1 n—1 n—1
z= Z ok + ap(z, + Z ApTy) = Z(ak + ap i)z + apx, € Vect(xy, ..., x,)
k=1 k=1 k=1
CQFD.
). . L . 1
e Montrons 'inclusion réciproque Vect(z1,...,z,) C Vect(z1,...,z, + ZZ=1 ATk )-
On applique ce qui précéde a la famille (y1,...,yn) et on trouve
n—1
Vect(yry ...y Yn — Z)\kyk) CVect(  y1y--sYn )
k=1 v

n—1
zl,...,mn-i-zk:l ATk

[}
Proposition 19.4.4 Soient F := (x1,...,2,) €t G:= (y1,...,yn) deux familles telles que x1 = y1
Vk € [[2,71]], 3()\1, ey )\kfl) S Kn_l; Yk = Tk + Ap—1Th—1+ ... + A1
Attention le choix des coefficients A1, ..., A\x—, dépend bien évidemment de k ou encore de fagon équiva-

lente
Vk € [[l,n]]7yk — Xk € VeCt<($p)1§p§k—1>

On dit que la famille G est échelonnée par rapport & la famille F. Alors Vect(F) = Vect(G), et en
particulier, G est génératrice dés que F est génératrice. &

Démonstration Récurrence sur n : On pose
P(n) : "Pour tout G := (y1,...,yn) échelonnée par rapport & F := (x1,...,2,), Vect(F) = Vect(G)”

e puisque pour y; = 1, on a Vect(x1) = Vect(yy), P(1) est vérifié.

e On suppose P(n) vérifiée.
Soit alors G’ := (y1,...,Yn,Yn+1) échelonnée par rapport & F' := (x1,...,2n,Tnt1), o0 a alors G éche-
—_— ——

g F
lonnée par rapport a F, d’ou d’aprés la propriété de récurrence.
Vect(yiy- -y YnsYnt1) = Vect(yr, ..., yn) + Kyna1 = Vect(zr, ..., 2n) + Kynt1 = Vect(x1,. .., Tny Ynt1)

Et donc d’apreés la proposition précédente

Vect(G') = Vect(yrs - Yn,Ynt1) = Vect(x1, ..., Tn, Tny1) = Vect(F')

e Conclusion... °

Exemple: Toute famille (P, ..., P,) de polyndmes unitaires de K[X] avec
Vk € [0,n], degP,=k

est une famille génératrice de K, [X]

16
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19.4.2 Familles Liées - Familles Libres

Définition 19.4.3 (Famille liée) On dit que la famille (zq,...,x,) est liée lorsque l'on peut trouver
une famille de sacalaires non tous nuls (A1,...,\,) telle que

)\11’1++>\n1’n =0
i.e. le vecteur nul admet une décomposition non triviale comme CL des xz1,...,x, [ )
Exemple: (0,z1,...,z,) est liée
Exemple: Deux vecteurs colinéaires forment une famille liée
Exemple: Trois vecteurs coplanaires forment une famille liée

Exemple: Toute sur-famille d’une famille liée est liée

Exemple: Une famille est liée si et seulement si I'un des vecteurs est CL des autres.

Définition 19.4.4 (Famille libre) On dit que la famille (z1,...,x,) € E™ est une famille libre de K-ev
lorsqu’elle n’est pas liée, i.e.

V(/\17~-~7)\n) eK", Mri+...+ Xz, =0= X\ =...=X,=0
i.e lorsque 0 admet une unique décomposition sous la forme

0=MNax1+ ...+ A\xp,

o
Remarque: En particulier tous les z; sont non nuls et deux a deux distincts.
Proposition 19.4.5 En posant pour x1,...,x, fixés dans E :
0 K™ — E
’ ()\1,...,)\»”) — >\1$1++>\n1}n
On a a alors l’équivalence
(X1,...,2n) libre  si et seulement si 6 injective
)
Exercice: Soit (z1,...,2,) une famille libre de F et f : E — F une application linéaire injective
f:E— F (E et F deux ev)
Alors (f(x1),..., f(x,)) est libre dans F
Corollaire 19.4.6 (x1,...,x,) est libre si et seulement si tout vecteury de Vect(zy,...,x,) admet une
unique décomposition sous la forme
Yy=MT1+ ...+ ATy
avec (A1, ..., Ap) € K™ entierement déterminé par le choiz de y )

Exemple: tout vecteur non nul est libre.

Exemple: (1,i) est une famille libre du R-ev C

Exemple: cos et sin forment une famille libre de F(R, R)

Exemple: (1,exp(z),exp(2z),...,exp(nz)) est une famille libre de F(R,R)

Exemple: (1,X,X2,...,X") est une famille libre de K, [X]

Exemple: Siy ¢ Vect(zy,...,x,) et (z1,...,2,) libre alors (z1,...,2,,y) libre

Exercice: Si AN B = {0} (en particulier si ¥ = A® B) et si (x1,...,2Zy) (resp (Y1,--.,Ym)) st une

famille libre de vecteurs de A (resp. de B) alors

(T1, Ty Y1y -+, Ym) libre

17
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n m
En effet : 377 iz + 371, 1595 :O:ZAiIi:*Z niy EANB={0} =X 1=...=Xp=p1=...=ftn =0
i=1 j=1
N N e
€A €B

On a la réciproque

Proposition 19.4.7 Toute sous-famille finie d’une famille libre est une famille libre '

Exemple: la famille (1, X?) est libre dans K3[X].

Proposition 19.4.8 Soient (x1,...,x,) une famille et A1, A\,—1 dans K alors (x1,...,2, + 22;11 AkTr)

est libre si et seulement si (x1,...,xy) lest.

i.e. on ne modifie pas le caractére libre d’une famille en rajoutant a l'un des vecteurs une CL des autres

vecteurs. &

Démonstration e Supposons (z1,...,x,) libre, et soient a1, ..., a, dans K tels que
n—1

11+ .. F ap1Tp—1 + ap(T, + Z Apzp) =0

k=1

si par l'absurde ., # 0 alors

—a1 — A —Qp_1 — A
Ty = (¥)x1 4.+ (%)xn,l € Vect(x1,...,2n-1)
n n

ce qui contredit le caractére libre de F, d’ott o, = 0 et donc

a1x1+ ...+ ap_1Tp—1 =0

or la sous-famille (x1,...,x,_1) étant libre on a aussi
a1 = ... =0p_-1 =0
e Réciproquement en supposant (z1,...,T, + 22;11 Ay ) libre, on appliquant ce qui précéde a
n—1
Y1 =21, ,Yn-1 = Tp_1 et yn:xn+z)\kxk
k=1

On a (y1,...,Yn) libre donc (y1,...,yn — 22;11 Aeyr) = (21, ..., xy,) libre

Proposition 19.4.9 Soit G := (y1,...,yn) une famille échelonnée par rapport & F := (T1,...,Zp) .
Alors G est libre dés que F est libre &

Démonstration Récurrence sur n : On pose

P(n) : "Pour tout G := (y1,...,yn) échelonnée par rapport & F := (x1,...,2,), F libre = G libre”

e puisque pour y; = 1, on a y1 # 0 = x1 # 0, P(1) est vérifié.

e On suppose P(n) vérifice.
Soit alors G' := (y1,. -+, Yn, Yn+1) échelonnée par rapport & F' := (x1,...,%n, Tyr1) et F' libre.
T T/
On a alors G échelonnée par rapport & F, d’ou d’aprés la propriété de récurrence, F sous-famille de F’
etant libre, il en va de méme pour G.
On sait d’aprés une précédente proposition que Vect(F) = Vect(G),
d’ott Ypt1 — Tpy1 € Vect(F) = Vect(G), ainsi

n—1

Ynt+l = Tny1 + Z kY
k=0

18
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Donc d’aprés la proposition précédente
(Y1, -+ s Yns Ynt1) libre <= (Y1,- .., Yn, Tnt1) libre
Or F’ étant libre x,,41 ne peut s’écrire comme CL des n premiers vecteurs de F', i.e.
Tni1 & Vect(xy,...,xn) = Vect(F) = Vect(G) = Vect(yi,...,yn)
Dot (Y1, - Yn, Tns1) est libre... CQFD

e Conclusion... °

Exemple: Toute famille (Py,..., P,) de polynéomes unitaires de K[X] avec
Vk € [0,n], degPr =k
est une famille libre de K, [X]

19.4.3 Base et image d’une base

Définition 19.4.5 On dit que la famille (x1,...,x,) est une base de E lorsqu’elle est a la fois libre et
génératrice. 1.e.
Ve € F, 3!()\17 >>\n) eK™ x=Mx1+...+ A\ Tn

)

Remarque: Pour un z donné 'unique coefficient associé & x; et apparaissant dans la décomposition
selon la base B := (x1,...,x,) s’appelle I’i-éme coordonnée de x relativement a B

Proposition 19.4.10 En posant pour x1,...,x, fités dans E :

9. K" — E
T (A A = Tt A,
On a a alors l’équivalence
(z1,...,2n) base si et seulement si 6 bijective
&
Exercice: Soit (x1,...,2,) une base de F et f : F — F une application linéaire bijective f : E — F

(F et F deux ev)
Alors (f(x1),..., f(xy)) est une base de F’

Exercice: L’application 2} qui & tout « de E associe sa i-éme coordonnée relativement a la base B est
une application linéaire.

Exercice: Montrer que la famille (eq,...,e,) définie par

ieme

~~
Vi e [1,k], ex=(0,...,0,71,0,...,0)
est une base du K-ev (K", +, )

Proposition 19.4.11 Soit G := (y1,...,yn) une famille échelonnée par rapport & F := (x1,...,x,) .
Alors G est une base dés que F est une base &

Exemple: Toute famille (Py, ..., P,) de polyndmes unitaires de K[X] avec
Vk € [0,n], degPy, =k

est une base de K, [X]
Exemple: Soit E = A® B et (z1,...,2,) (resp (y1,...,ym)) une base de A (resp. de B) alors

(1, -, Tn,Y1,---,Ym) est une base

cette base est dite adaptée a la décomposition £ = A& B

19
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Proposition 19.4.12 Soit F une famille finie de vecteurs de E, on a les équivalence
(1) F est une base
(13) F est libre mazimale (pour <)
(7i1) F est génératrice minimale (pour <)

Démonstration (i) = (ii).

Soit B := (x1,...,x,) une base, montrons qu’elle est libre maximale.

On sait déja qu’elle est libre, montrons alors qu’elle est maximale :

Soit G := (%1,..., Tnys Tnt1s-- -, Tntp) = B libre.

Supposons par l'absurde p # 0, alors puisque B est génératrice x,,41 est CL des n premiers vecteurs de
G, donc G est liée... absurde. D’ou

B<G et Glibre—G=>~8

CQFD
Soit B := (x1,...,x,) libre maximale, il suffit de montrer que B est génératrice.
Soit y € E quelconque, puisque (x1,...,Z,,y) > B, on a par le caractére maximale : (z1,...,2,,y) lice

on peut donc trouver (Aq,...,An,a) # (0,...,0) tel que

Z Apxg +ay =0
k=1

Si par ’absurde a = 0 alors
D k=0 et (..., A) #(0,...,0)
k=1

i.e B liée... absurde. Donc

n
Ak
y=>» (——)zx € Vect(z1,...,z,)
2=
CQFD (i) = (ui1).
Soit B := (x1,...,x,) une base, montrons qu’elle est génératrice minimale.
On sait déja qu’elle est génératrice, montrons alors qu’elle est minimale :
Soit G := (@i, ...,2;,) < B génératrice.
Supposons par I'absurde p # n (i.e. p < n) et soit y € {x1,...,z,} \ {®i,,..., 4, }, alors puisque B est
libre sa sous-famille (z;,,...,2;,,y) I'est aussi.
Or puisque G est génératrice y est CL des z;,,...,x;,... absurde. D’ou

G<B et Ggeneratrice=—G=D5

CQFD
Soit B := (x1,...,x,) génératrice minimale, il suffit de montrer que B est libre.

Soient A1, ..., \, tels que
Z )\kxk =0
k=1

Si par 'absurde A\, # 0 pour un certain p € [1,n] alors
Ak
Tp = Z(_T)xk
P

D’ou (voir exo) B privé de z, est une sous-famille de B encore génératrice, ce qui contredit le caractére
minimal.... CQFD .

Proposition 19.4.13 Etant donnée B := (x1,...,x,) base de E et G := (y1,...,yn) famille de F (E
et F' sont deux ev), il existe une unique application linéaire f : E — F telle que

() Vee[ln], flzx)=u

Ainsi toute application linéaire est entiérement déterminée par l'image d’une base &
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Démonstration
e Existence : On sait que 0 : K — E définie par

n
0:(ar,...,0) — Zakxk
k=1
est un isomorphisme linéaire.
Soit g : K" — F' définie par

n
g: (ala"'van) i Zakyk
k=1

g est K-linéaire.
En posant f =gof~! ona f: E — F lindaire et vérifie (%)

e Unicité : Supposons par Pabsurde qu’il existe f linéaire distincte de f vérifiant ().
Soit « € E quelconque, on peut trouver (ayq, ..., «,) dans K" tel que

r=a1x1+ ... +a,T,
D’ou par linéarité

Fla)=> apf(x) =Y awye =Y onflax) = O anzy) = f()
k=1 k=1 k=1 k=1

et ceci quel que soit x € E, dou f = f’... contradiction °

19.5 Projecteurs et Symétries

Dans toute cette section, on considére A et B deux sev supplémentaires du K-ev E :
E=A®B

Proposition 19.5.1 Soient u: A — F et v: B — F linéaires (avec F un K-ev).
1l existe une unique application linéaire f : E — F telle que

(%) Va € A, f(a) =u(a) et Vbe B, f(b)=uv(b)

Démonstration
e Existence : On sait que 0 : A x B — E définie par

0:(a,b)—a+d

est un isomorphisme linéaire.
Soit g : A x B — F définie par
g+ (a,b) — u(a) +v(b)

g est K-linéaire.
En effet pour (a,b), (A, B) quelconques dans A x B et A, u quelconques dans K

g(A(a,b)+u(A, B)) = g(Aa+pA, Ab+uB)) = u(Aa+pA)+v(Ab+pB) = du(a)+pu(A) + Av(b)+pv(B)

D’ou
9(Aa,b) + (A, B)) = Alu(a) +v(b)] + plu(A) +v(B)] = Ag((a, b)) + pg((a, b))

En posant f =gof~!, ona f: E — F lindaire et vérifie (%)

e Unicité : Supposons par Pabsurde qu’il existe f linéaire distincte de f vérifiant (x).
Soit « € E quelconque, on peut trouver (a,b) dans A X B tel que x = a + b, d’ou par linéarité

f'(@) = fla+b) = f'(a) + f'(b) = u(a) + u(b) = f(a) + f(b) = fla+b) = f(2)
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22 CHAPITRE 19. ESPACES VECTORIELS

et ceci quel que soit « € E, d’ou f = f’... contradiction °

Remarque: Ceci signifie que f est entiérement déterminé par ses restrictions aux sev supplémentaires
Aet B.

Remarque: Dans le cas ou F = E et A (resp. B) est stable par u (resp. v), on note f =u & .
Ouu:A— A (resp. v: B — B) est I'application linéaire induite par u (resp. v)

19.5.1 Projecteurs

Définition 19.5.1 On appelle projecteur de E sur A parallélement a B ’application linéaire p: E — E

définie par
RN B Si ze€d
b 0 Si zeB

Remarque: Avec les notations ci-dessus on a p = Ida ® 0p_.p

Exemple: l'application partie réelle z — Re(z) est un projecteur du R—ev C sur le sous-espace R
parallélement a iR

Exemple: Dapplication z — iIm(z) est un projecteur du R—ev C sur le sous-espace iR parallélement &
R

Remarque: siz=a+baveca € Aetbe B, alors p(z) =a

Exercice: On pose u = (1,1,1), F = Vect(u) et G = {(x1,22,23) € R® | 21 — x5 + 23 = 0}. Montrer
que F et G sont supplémentaires dans R3.
Déterminer les expressions analytiques de la projection p des R? sur F' parallélement a G.

Exercice: Méme question avec F' := Vect(a) et G := Vect(b,c), ou a(1,2,1), b(1,0,—1) et ¢(—2,1,1)

Proposition 19.5.2 Soient p la projection sur A parallélement & B et q la projection sur B parallélement
aAona
p+q=1Idg

pop=p et qoqg=gq
poq=20 et gop=20
kerp=B et kerg= A
Imp=A et Img=B

Démonstration Soit x =a+b€ E,avecac Aetbe B
p(x)+gqlz)=a+b==x

p(p(x)) =pla) =a=p(x) et qlq(x)) =q(b) =b=q(z)
p(a(x)) =p) =0 et q(p(x)) =q(a) =0
p(z)=0<=a=0<=z2x=b<=2z€B

Soitye E :

y€Im(p) < Jx € E; y=p(x) < J(a,b) e AxB;z=a+b et y=pr)<= Jac€Adjy=a<=ycA

Exercice: Montrer que deux sev F' et G de E ayant un méme supplémentaire H sont isomorphes :

E=F®H e E=G&H = Fisomorphea G

Remarque: On en déduit Imp = ker(Idg — p) et kerp = Im(Idg — p).
En particulier

E =Xker(p) ® Im(p) = ker(p) @ ker(Idg — p) = Im(Idg — p) ® Im(p)

22
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Proposition 19.5.3 Soit p le projecteur sur A parallélement & B
Vee E, z= px) +(x—px))
~— —_———
elmp=A cker p=B
Par ailleurs on a la caractérisation
V(z,y) € EXE, y=pla)<=yecA e xz—yeB
&

Démonstration Puisque = = p(z) 4+ (z — p(z)) et que p(z) € Im(p) = A et que x — p(z) kerp = B car
p(x —p(x)) = p(x) — p(p(x)) = p(z) - p(z) =0
On en déduit pour tout x,y dans E
y=plx)=yeIm(p)=A et z—y=x—px)€ker(p) =B

Réciproquement Si y € A et z—y € B Alors grace a la décomposition x = y+(z—y) dans E = A® B,
on en déduit

p(x) =y

Exercice: Soient u € L(E) et p un projecteur de E, montrer I’équivalence

uetp commutent < kerp Im(p) sont stables par u
Proposition 19.5.4 (Caractérisation) Soit p € L(E) vérifiant

pop=p

On en déduit que Im(p) et ker(p) sont supplémentaires et p est le projecteur sur Im(p) parallélement a

ker(p) -
E =ker(p) & Im(p)

Démonstration
e Montrons que E = ker(p) + Im(p).
En effet pour tout € E, on a
z = (z —p(x)) + p(z)
or p(z — p(x)) = p(z) — p(p(x)) = p(x) — p(x) = 0, dot & — p(x) € kerp et p(z) € Im(p).
e Montrons que ker(p) N I'm(p) = {0}.
En effet si y est dans cette intersection alors

y=p(xz) avecxre E et py)=0

D’ou 0 = p(y) = p(p(z)) = p(x) = y. Dot ker(p) N Im(p) C {0}, CQFD, car I'inclusion réciproque est
évidente.

e Montrons que p est le projecteur annoncé.

Pour tout x € E :

Si z € kerp Alors p(z) = 0.

Si x € Im(p) Alors z = p(t) avec t € E, et donc p(x) = p(p(t)) = p(t) =« °

Remarque: Ainsi les projecteurs sont exactement les endomorphismes idempotents de (£(E), +,0)

Exercice: Soient p et g deux projecteurs de E tels que po g = go p = 0. Montrer que p + ¢ est un
projecteur
Exercice: Soient p et ¢ deux projecteurs tels que p + ¢ soit un projecteur
e Montrer que pog+qop =20
e Montrer que pour tout x € E, p(q(z)) — q(p(z)) € ker p N Im(p)
e En déduire que pog=qgop=20
Exercice: Soient p,q deux projecteurs tels que p o ¢ = g o p = 0, montrer que

Im(p+ q) = Im(p) ® Im(q) et ker(p 4+ ¢) = kerp Nkergq
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24 CHAPITRE 19. ESPACES VECTORIELS

19.5.2 Symeétries

Définition 19.5.2 On appelle symétrie de E par rapport a A parallélement o B application linéaire
s: E — FE définie par
{ r Si zeA
S:x

—x Si ze€eB

Remarque: En particulier s est un isomorphisme involutif

Remarque: Avec les notations ci-dessus on a p = Idy & —Idp

Remarque: siz=a+baveca € Aetbe B, alors s(x) =a—10

Exemple: Dapplication x — —x est la symétrie par rapport & {0} parallélement & F

Exemple: la conjugaison z +— Z est la symétrie du R—ev C par rapport a R parallélement & ‘R

Proposition 19.5.5 Soit s la symétrie de E par rapport ¢ A parallélement & B. Alors
s=2p—Idg

Ou p est le projecteur sur A parallélément ¢ B.
En particulier

s=p—q
Ou q = Idg — p est le projecteur sur B parallélément 6 A. '

Démonstration Soit € F, d’aprés la remarque précédente, puisque = p(x)+¢(z) est la décomposition
de z relativement & A ® B, on a

s(z) = p(z) — q(z)

Remarque: Ainsi I’étude des symétries est équivalente & I’étude des projecteurs.

Proposition 19.5.6 Soient s la symétrie par rapport a A parallélement 6 B et t la symétrie par rapport
a B parallelement a A on a
S + t= 0E—>E

sos=1Idg et tot=1Idg
sot=—Idg et tos=—Idg
ker(s — Idg) = A et ker(t — Idg) = B
ker(s + Idg) = B et ker(t + Idg) = A

Démonstration Soit z =a+b€ E,avecac€ Aetbe B

s(x)+t(x)=(a—b)+(b—a)=0

s(s(z))=s(a—b)=a+b==x

sot=(—t)ot=—tot=—Idg

s(r)—x=0<=(a—b)—(a+b) =0« -2b=0<=2c A
s(x)+x=0<=(a—-b)+(a+b)=0<=2a=0<z€B o

Remarque: On en déduit ker(s — Idg) = ker(t + Idg) et ker(t — Idg) = ker(s + Idg).
En particulier

E =%ker(s — Idg) @ ker(s + Idg) = ker(s — Idg) ® ker(t — Idg) = ker(s + Idg) ® ker(t + Idg)

Proposition 19.5.7 Soit s la symétrie par rapport a A parallélement 4 B

Vre B, x= %8(3«“) . x—Tsm
—— ———

€ker(s—Idg)=A €ker(s+Idg)=B
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Par ailleurs on a la caractérisation

V(z,y) € E x E, y=s(z)<—=zxz+yeA e z—-yeB

Démonstration Soit p la projection sur A parallélement a B, on a s = 2p — Idg. Pour tout x € F

%&(m) =px) e Im(p)=A et x—Ts(x) =z —p(x) € ker(p) =B
Par ailleurs
y = s(x) y;rxzp(z)@ygxe/l et x7¥:x;y63

Or A et B étant des sev.
y=s(@)<=z+yceA e xz—-yeDB
Exemple: le morphisme linéaire s de F(R,R), définie par
Vfe FRR), s(f)(x)=f(-z)
est la symétrie sur Fpqir (R, R) parallélement & Fippair (R, R)
Proposition 19.5.8 (Caractérisation) Soit s € L(F) vérifiant
sos=1Idg

On en déduit que ker(s — Idg) et ker(s + Idg) sont supplémentaires et s est la symétrie par rapport a
ker(s — Idg) parallélement a ker(s + Idg) :

E =Xker(s — Idg) @ ker(s + Idg)

&

Démonstration
e Montrons que E = ker(s — Idg) + ker(s + Idg).
En effet pour tout x € FE, on a

. x+ s(x) n x — s(x)

2 2
e +s(x)\  s(x)+s(s(z))  x+s(x) ot s[ET s(z)\ _ s(x) —s(s(z) _ z—s(@)
2 - 2 2 2 B 2 B 2

Et donc %(Z) € ker(s — Idg) et %(w) € ker(s+ Idg)
e Montrons que ker(s — Idg) Nker(s + Idg) = {0}.
En effet si « est dans cette intersection alors

s(z)=z et s(x)=-x
Dotz = —z, ie x =0.
D’ou ker(s — Idg) Nker(s + Idg) C {0}, CQFD, car l'inclusion réciproque est évidente.
e Montrons que s est la symétrie annoncée.
Pour tout x € E :
Si x € ker(s — Idg) Alors s(z) = x.
Si x € ker(s + Idg) Alors s(z) = —x .

Remarque: Ainsi les symétries sont exactement les isomorphismes involutifs de (L(E), +, o)

Exercice: Caractériser les applications o : K[X] — K[X] et 7 : K[X] — K[X] définies par

VP e K[X], o(P)=P—2P(a) et w(P)= Pla)
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