Table des matiéres

20 Espaces Vectoriels de dimension finie 3
20.1 Dimension d’un espace vectoriel . . . . . . . . . ... Lo 3
20.1.1 Définition et Caractérisations . . . . . . . . . . ... . . o 3

20.1.2 Cardinal d’une famille libre ou génératrice . . . . . . . . ... ... oL, 5

20.1.3 Calcul de bases et de dimensions . . . . . . . .. ... Lo 7

20.2 Dimension d’un sous-espacevectoriel . . . . . . . ... L L L oo 10
20.3 Rang d’une application linéaire . . . . . . . .. . .. .. Lo 11
20.3.1 Définition et Théoréme du Rang . . . . . . . . .. .. ... ... ... 11

20.3.2 Application aux isomorphismes . . . . . . . . .. .. e 13

20.3.3 Application aux formes linéaires . . . . . . . . ... L oL 14



TABLE DES MATIERES

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro



Chapitre 20

Espaces Vectoriels de dimension finie

Préambule

Avec un léger abus de notation on empruntera les notations liées aux ensembles pour les utiliser de
facon intuitive dans le cadre des familles de vecteurs.

Ainsi on a les définitions
Card (z;);es := Card I
(@1, ) Uy, ¥p) = (21, Ty Y1, - -5 Yp)

Yy € (x;)ier <= y<fa; | i€}
W((Ii)iel) 1= (@(in))iel
20.1 Dimension d’un espace vectoriel

20.1.1 Deéfinition et Caractérisations

Définition 20.1.1 On dit qu’un espace vectoriel E est de dimension finie lorsqu’il admet une famille
génératrice de cardinal' fini [

— —
Exemple: R, C, P et £ sont des R-espace vectoriel de dimension finie
Exemple: C, C,[X] sont des C-espace vectoriel de dimension finie

Exercice: Montrer que F(I,R) n’est pas unR-espace vectoriel de dimension finie

Dans toute la suite de ce chapitre, E désigne (sauf mention du contraire) un K-espace vectoriel de
dimension finie.

Théoréme 20.1.1 (de la base incompléte) Soit G une famille génératrice finie de E.
Si L est une sous-famille libre de G (L < G),
Alors on peut compléter L en une base B a l'aide de vecteurs de G

L < B =< g
libre base generatrice
En particulier :
Toute famille libre d’un espace vectoriel de dimension finie peut étre complétée en une base.
De méme :

De toute famille génératrice d’un espace vectorielde dimension finie on peut extraire une
base. &

ICardinal désigne ici le cardinal de I’ensemble des indices associé & la famille
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4 CHAPITRE 20. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Démonstration On ne traite que la cas £ non vide.
On note G = (g1,-..,9m) et L= (g1,-..,9p) (quitte & permuter l'ordre des vecteurs).

Puisque {Card I | [1,p] C I C [1,m] et (g:)icr libre} est une partie de N non vide (contient p) et
majorée (par m), on peut trouver un plus grand élément n qui est donc associée & un certain ensemble
fini I qui vérifie

CardI =n [L,p] cIC[l,m] et B:=(gi)ier
Par définition B est libre, montrons qu’elle est génératrice.
En effet tout vecteur de G est CL des vecteurs de B, puisque si g; € G avec j € [1,m]

e Sijel Alors g; € B et donc g; € Vect(B)

e Sij ¢ I Alors BU (g;) est une sur-famille de la famille libre B, de cardinal n + 1, et donc par

définition du plus grand élément B U (g;) n’est plus une famille libre. On peut donc trouver (\;);cr
et u non tous nuls tel que

> Xigi +1g; =0
icl

1 ne pouvant étre nul (ce qui contredirait le caractére libre de B) on trouve
1
g = — Z)‘igi € Vect(B)
icl

Conclusion :
On a d’apres ce qui précéde (avec des notations abusives)

G C Vect(B)

et donc G étant génératrice
E =Vect(G) C Vect(B)

et donc l'autre inclusion étant évidente E = Vect(B), i.e. B est génératrice

De fagon plus particuliére si E est de dimension finie, il admet une famille génératrice (eq,...,e,) et
donc si (z1,...,x,) est une famille libre il suffit d’appliquer ce qui précéde a
L= (x1,...,2) et G=(x1,...,%r,€1,...,€q)

puisque tout sur-famille d’une famille génératrice est encore génératrice

Enfin la derniére assertion s’applique & partir d’'une famille génératrice G en regardant £ = ) (ou
encore £ constitué d’un vecteur non nul de G) °

Théoréme 20.1.2 (Existence de bases) Tout espace vectoriel de dimension finie admet au moins une
base (de cardinal fini) &

Démonstration Soit E est de dimension finie
e Si F = {0} Alors B = {) est une base de F
e Si E # {0} Alors tout vecteur non nul « forme une famille libre (x) qui peut étre complété en une
base de E d’aprés le théoréme de la base incompléte

Remarque: On a alors ’équivalence :
FE est de dimension finie si et seulement si £ admet une base de cardinal fini

Théoréme 20.1.3 (Existence d’un supplémentaire)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Tout sous-espace vectoriel A admet (au moins) un supplémentaire &

Démonstration D’aprés 20.2.1 on sait que A est de dimension finie.

Soit B4 = (e1,...,ep) une base de A, cette basse est une famille libre de £ qui peut donc étre complétée
en une base B := (e1,...,€p,€pt1,...,6,) de E.

Posons B := Vect(ept1,...,en) et montrons que £ =A@ B
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e =A+B
Eneffet Vx € E,3(A1,..., M) €K™ =M a1+ ...+ X2+ App1Zpp1 + ..o+ Ay,

€A €B

e AN B ={0}
En effet soit © € AN B, on peut alors trouver (A1,...,A,) € K" tel que

T=MT1+ . NTp = A1 Tpp1 o+ ATy

Et donc Mzi+. . .4+ ApTp—Apt1Zp41—. . .—Apx, = 0 d’o gréce au caractére librede B,on A\ = ... = A, =0
et donc z =0 °

20.1.2 Cardinal d’une famille libre ou génératrice

Lemme 20.1.4 Soit F = (x1,...,zy) une famille de n vecteurs de E (avec n € N*).
M= (y1,...,Ynt1) une famille de n + 1 vecteurs vecteurs de E vérifiant :

Vie[l,n+1], v € Vect(F)

Alors M est une famille liée

i.e. Toute famille de de n+ 1 vecteurs qui sont CL de n mémes vecteurs de E, est une famille liée &

Démonstration Posons pour tout n € N* la propriété P(n) : "Toute famille de de n + 1 vecteurs qui
sont CL de n mémes vecteurs de E, est une famille liée"

e P(1) est manifestement vraie puisque 2 vecteurs colinéaires & un méme troisiéme sont colinéaires
entre eux.

e Soit n un entier de N* fixé. Supposons P(n) vrai et montrons que P(n + 1) l'est aussi.
Soit F' = (xg,1,...,%,) une famille de n+ 1 vecteurs de E et M’ = (yo,y1,-..,Yn+1) une famille n + 2
vecteurs qui sont CL des vecteurs de F'.

* Si pour tout ¢ € [[0,n + 1] le coefficient «; de y; relativement & z( est nul alors

Vi€ [0,n+1], v € Vect(zy,...,x,)
———
_’F
Mais alors d’aprés P(n), la famille M := (y1,...,Yynt1) est liée, et il en va donc de méme de la sur-famille

f/
* Si pour un certain ¢ € [0,n + 1] o; est non nul alors, si par exemple i = 0 (les autre cas étant
analogues) on a

n
Yo = qomo + Y Akk

k=1
gy A1, - -+, Ap 1+ 1 scalaires et ag # 0 D’out
Qg
VEk e [1,n+ 1], yr — —yo € Vect(zq,...,2,)
(7)) e
‘F
Et donc d’aprés P(n) la famille de n + 1 vecteurs (y; — z—;yo, B ag—glyo) est liée.
On peut donc trouver i, ..., fi,4+1 non tous nuls tel que
n+1 o
k
> m(ye — —0) =0
Qo
k=1
Soit

n+1 n+1
—1 Okl
(-Zk_;éo & > Yo + E prYr =0

k=1

+1
_ ZZ:I (827223

ot les coefficients : SEEL=SS - i1 sont non tous nuls... CQFD
e Conclusion : On a donc montré par récurrence.... °
5
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Corollaire 20.1.5 Soient G une famille génératrice de cardinal fini et L une famille libre de E.
Alors L est de cardinal fini et
CardL < CardG

&

Preuve Posons n = Card G.

Supposons par ’absurde £ infini ou Card £ > n. On peut alors considérer une sous-famille £ de n + 1
vecteurs de £ qui est donc libre tout comme L.

Cependant puisque les n + 1 vecteurs de £’ sont CL des n vecteurs de G, on en déduit £’ liée... d’ou la
contradiction .

Définition 20.1.2 Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie sont finies et ont le méme
nombre d’éléments, appelé dimension de E et noté dim F.
On convient que 'espace vectoriel réduit o {0} est de dimension nulle. [ )

Démonstration D’aprés le corollaire précédent si F est une famille génératrice de m vecteurs, on sait
que toute base B est libre et donc finie (et Card B < m)

Soient B et B’ (distinctes ou pas) deux bases de E (dont existence est garantie par le théoréme
d’existence de la base).
Puisque B est libre et B’ génératrice on a Card B < Card B'.
De méme puisque B’ est libre et B génératrice on a Card B’ < Card B.
Et donc B et B’ ont méme cardinal. .

Proposition 20.1.6 Etant donnée une famille S de p vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n :
o Si S est libre, Alors p < n , avec égalité si et seulement si S est une base
o Si S est génératrice, Alors p > n , avec égalité si et seulement si S est une base

Démonstration Soit B une base de E (son cardinal est n)
e Si Sest libre,

Alors d’aprés le corollaire puisque B est génératrice on a p < n.

Par ailleurs si S est une base on a d’aprés la définition n = p
Montrons que réciproquement Si n = p Alors S base.
Puisque S est libre on peut d’aprés le théoréme de la base incompléte, compléter S en une base S’ de
cardinal n (par définition de la dimension).

ScS et CardS= CardS’

Et donc S= S’ est une base

e Si Sest génératrice,
Alors d’aprés le corollaire puisque B est libre on a p > n.

Par ailleurs si S est une base on a d’aprés la définition n = p
Montrons que réciproquement Si n = p Alors S base.
Puisque S est génératrice on peut d’aprés le théoréme de la base incompléte, extraire de S une base S’
de cardinal n (par définition de la dimension).

S cS et CardS= CardS’

Et donc S= &’ est une base .

Remarque 20.1.1 Dans la pratique on retiendra que pour E de dimension n on a les équivalences

Best une base de . <= B est libre de cardinal n
<= B est génératrice de cardinal n

Remarque: n désigne alors la frontiére au dela de la quelle on ne peut espérer étre une famille libre, en

R L . L non génératrice L liée
dessous de laquelle on ne peut étre génératrice n Card £
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20.1.3 Calcul de bases et de dimensions

Proposition 20.1.7 Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™ &
Démonstration Soit F' de dimension n et (fi,..., f,) une base de F. On sait alors que § : K" — F
défini par

G(Alvv)\n)'_))\lfl'i_"'_)\nfn

est un isomorphisme °

Proposition 20.1.8 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension fini :

FE et F sont isomorphes si et seulement si dim E = dim F' &

Démonstration Soient E et F' deux K-espace vectoriel de dimension n, d’aprés ce qui précéde on peut
trouver ¢ : K® — E et # : K® — F isomorphismes. Donc § o 9p~! : E — F est un isomorphisme.

Réciproquement si ¢ : E — F est un isomorphisme, alors en notant (eq,...,e,) une base de E, on a
(¥(e1),...,¥(e,)) une base de F (car 1 isomorphisme). Et on voit que ces deux bases ont méme cardinal
[ ]

Proposition 20.1.9 Si E et F sont deux K-espaceswvectoriels de dimensions finies, alors il en va de
méme pour E X F' et

dmE x F = (dimE) n (dimF)

Plus particulierement Si Bg = (e1,...,en) et Bp = (f1,..., fp) sont des bases respectives de E et F,
Alors la famille ci-dessous est une base de E X F

Bexr = ((eiaOF)> U ((0E7fj))

1<i<n 1<j<p

Démonstration En reprenant les notations ci-dessus :

e Bry«F est libre.
En effet soit (A;)1<i<n U (1i)1<j<p une famille de n + p scalaires telle que

> Ailei, 0p) + Y (0, £;) = 0pxr
i=1 j=1

On en déduit d’aprés la définition des lois produits

n p n p
(OE,OF) = <ZA¢€¢,OF> + OE,Z,Ujfj = Z)\ieiaZMjfj
i=1 Jj=1 i=1 j=1

Et donc »
Z)\ieiZOE et Z’ujfj:OF
i=1 j=1

D’ou puisque les familles Bg et Bg sont libres, on en déduit :

(Ai)1<i<n = Ogn et (1i)1<j<p = Oke

et donc (A;)1<i<n U (1i)1<j<p est la famille nulle.

e By est génératrice.
En effet soit (z,y) quelconque dans E x F.
Puisque les familles By et Bp sont génératrices on peut trouver (\;)i<i<n €t (1;)1<;<p deux familles de

scalaires telles que
n p
x:Z)\zez et y:Zijj
i=1 j=1

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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On en déduit d’aprés la définition des lois produits

n

n P n p n
(z,y) = Z)\iei,zujfj = (Z )\iGuOF) + OEaZNjfj = ZN’(%UF) + Zﬂj(OEvfj)
i=1 =1 i=1 =1

i=1 j=1
Et donc
(z,y) € Vect(Bexr)
[ ]

Exemple: dimR? =2 x dimR et on retrouve d’ailleurs & partir de la base (1) la base canonique de R2.
Par une récurrence simple on montre que dim E” = n x dim E. Et on retrouve ainsi dimR™ = n avec la
base canonique construite a partir de la base (1) de R

Remarque 20.1.2 Si E et F sont deuz K-espaces vectoriels munis de bases respectives Bg = (e1, ..., ¢ep)

et B = (f1,...,fn), on a Alors tout u € L(E, F) est défini par l’image des vecteurs de Bg exprimés
dans la base Br.

Plus précisément, en posant

vje[l,pl, ule)= Zaijfi
i=1

ow la famille (a;;)1<i<n est obtenue en prenant les coordonnées des vecteurs u(ey),. .., u(ep)
125%p
On a a pour tout x = Z;’:l zje; € E (ot x1,...,2, sont les coordonnées de x relativement a Bg)

u(x):Z Zaijxj fi

i=1 \ j=1
—— ——
i-eme coordonnée de u(x)

En effet :u(z) =u 3T _ xje; =30 ajule;) =30 @ 3o aifi = 300, X5 aigzy fi

En Particulier (voir Fichel2 : Matrices et Applications linéaires pour la preuve)

dim £L(E, F) = dim E x dim F'

Remarque: Voici un mnémotechnique pour retenir ces formules :
T
En notant : les coordonnées de .
Tp |,
En rassemblant les coordonnées de

u(er) u(es) u(ep)
ail ai2 a1p
an1 Bp an2 Bp Anp B

sous forme de tableau (on le désignera de fagon non formelle Mat 5,.. 5, (u) tableau associé au dia-
gramme (F, Br) < (F, Bg))

ain aiz - ap; e ay

;1 G52 a;j Qip

an1 Qap2 a1y a;p Br—Bg
8
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On écrit alors les coordonnées de u(z) relativement a Bp grace a la régle de calcul

- - -
Lo
L Tp | Br
aiq ai12 Q1p a11x1 + ajexo + -+ +"'+(llpl‘p
51 ;2 e ‘e Qip ;1,1 + ajoro + -+ + -4 QipTp
ap1  Ap2 ... cee Opp Bp—Bg an1T1 + Qp2To + -+ - + T+ AnpTp Br

Exemple: En munissant R? et R? de leurs bases canoniques By et Bs le tableau

3 5
1 -1
5 0

834—82

correspond & l'application f € £(R?,R3) dont I'expression analytique est

Y(z,y) €R?  f(z,y) = (3z + 5y,z — y,5z)

Exemple: En munissant R;[X] et Ry[X] de leurs bases canoniques C; = (1, X) et Co = (1, X, X?), le
tableau correspondant a application D € L(R3[X],R1[X])) définie par D : P — P’ g’écrit

010
0 0 2

:| C1+Co
Exercice: Ecrire le tableau dans la base canonique de R® de ’endomorphisme u : R? — R3 défini par
u:(z,y,2)— (t+y+2z,2+2z,y)

Corollaire 20.1.10 Soit Bg = (e1,...,ep) une base de E.
Toute forme linéaire ¢ de E (¢ € L(E,K)) se caractérise par la donnée de p scalaires aq,. .., a, tels que

Mat g, (p) = a1+ apl1—Bg

P
(*)  Pour tout x = > "_, x;e; vecteur de E et sa décomposition relativement o Bg, — ¢(z) = Z a;z; do
i=1

Preuve 1l est clair que (%) caractérise une forme linéaire.
Réciproquement toute forme linéaire ¢ vérifie (%) ou 'on a posé

a1 = ¢(€1)7 sy, Op = ¢(6p)

Exemple: D'application (z,y,2) — @ + y + 3z est une forme linéaire de R3

Exercice: Montrer que les formes linéaires définies par
Vi € [1,p], (ef(ei) =1 et Vj#i, ej(e;) = 0)

forment une base (e7,...,e;) de L(E,K). On dit qu’il s’agit de la base duale de (ey,...,ep).

ef(z) n’est rien d’autre que la i-eme coordonnée du vecteur x relativement & By

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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20.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Proposition 20.2.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Tout sous-espace vectoriel A de E est de dimension finie et

dimA <dimF

avec égalité si et seulement si A = E. &

Démonstration Soit A # {0} (sinon c’est trivial) et x # 0 dans A, on considére
{q € N | il existe B famille libre de q vecteurs de A contenant x}

Cette partie de N est non vide (contient 1) et majoré (par dim E). Soit p son plus grand élément
(p < dimFE), on a alors une famille By := (z1,...,z,)famille libre de p vecteurs de A, il suffit de
montrer qu’ils sont générateurs de A. on aura alors A de dimension finie et dim A = p < dim F

Soit y € A, par maximalité (z1,...,x,,y) est liée et donc y est CL de x1,...,zp... CQFD

Dans le cas d’égalité (dim A = dim E), on a alors B4 est une famille libre de E de dim E vecteurs,
c’est donc aussi une famille génératrice de E, or par définition de la base B4 est aussi génératrice de A.
Donc

A=Vect(Ba)=FE

la réciproque est évidente. °

Remarque: F est le seul sous-espace vectorielde F de dimension dim E' :

(A sous-espace vectorielde E et dimA=dimFE)=— A=F
Exemple: dimE =0+« E = {0}

Définition 20.2.1 (Rang d’une famille de vecteurs) Soit £ = (u1,...,uq) une famille de vecteurs
de E, on appelle rang de L la dimension de l’espace vectoriel quelle engendre

rg(L£) = dim (Vect(L)) i.e. rg(us,...,uqg) = dim (Vect(us, ..., uq))

Remarque: Puisque Vect(L) est un sous-espace vectorielde E, on a rg(£) < dim E.
L est génératrice de E si et seulement si rg(£) = dim E

Exemple: DansR3rg((1,1,1),(2,2,2),(3,3,3)) = 1, puisque Vect((1,1,1),(2,2,2),(3,3,3)) = R(1,1,1)

Exercice: (ui,...,uq) est libre si et seulement si rg(u1,...,uq) =¢

Proposition 20.2.2 (Formule de Grassmann)
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E.

dim(A+ B) =dimA+dimB —-dimANB
En particulier : S E = A® B Alors dim E = dim A + dim B &

Preuve Traitons d’abord le cas particulier £ = A & B.
Soient B et Bp bases respectives de A et B, on sait alors (voir exemples du chapitre précédent) que
B4 L Bp est une base de F

dim(F) = Card (Ba U Bp) = Card (B4) + Card (Bg) = dim A + dim B

Traitons le cas général.
Soit F' un supplémentaire de AN B dans A, i.e.

(%) A=F@&ANB

10
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Montrons que
(%) A+B=F&¢B

En effet F est un sous-espace vectoriel A donc de A+ B, et bien évidemment B est un sous-espace vectoriel de
A+ B.

e Montrons que F'N B = {0}
Comme F C A,ona FNA=F dou grace a (x)

FNnB=FnNn(ANnB)={0}

e Montrons que A+ B = F + B.
Soit x € A + B, par définition on peut écrire t =a + b aveca € Aet b € B.
Or d’apres (x) a= f+ B avec f € Fet € B.
D’ou
t=a+b=f+p+beF+B
=

* Conclusion :
En utilisant le cas particulier sur les identités (*) et (*x), on obtient :

dimA=dimF+dimANB et dim(A+ B) = dim F + dim B

D’ou la formule de Grassmannn en injectant I’égalité dim F' = dim A — dim A N B dans la deuxiéme
identité °
Remarque: Ces formules ne sont pas sans rappeler celles des cardinaux d’une réunion (resp. réunion
disjointe) d’ensembles finis.

Corollaire 20.2.3 Soient A et B deux sous-espacesvectoriels de E (espacevectoriel de dimension finie).

On a alors
E=A®B<= (F=A+B e dimF =dimA + dim B)

Preuve D’aprés la formule de Grassmannn

EFE=A+B e dmFEF=dmA+dmB <+ E=A+B e dmANB=0
<~ FE=A+B et ANnB={0}

20.3 Rang d’une application linéaire
20.3.1 Définition et Théoréme du Rang
Dans toute la suite E est un K-espace vectoriel de dimension finie. et F' est un K-espace vectoriel

Définition 20.3.1 Le rang de Uapplication linéaire ¢ € L(E,F) est par définition la dimension de
ltmage de .

19 () = dim(Im )

[ )
Proposition 20.3.1 Quels que soient ¢ € L(E,F) et la base B := (e1,...,e,) de E, on a
rg(e) = rg(p(er), ..., plen))
On note parfois avec un léger abus de notation rg(v) = rg(p(B)). L)

11
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Démonstration
Montrons que Im ¢ = Vect(p(er),...,o(eq)), i.e. (p(e1),...,p(en)) est génératrice de Im .
En effet quelque soit y € Im ¢, on a

y = () avecxr € E

or puisque B est une base de E, x =) ,_; Agei avec Ay, ..., \, dans K.
D’ou par linéarité de ¢

y=ce)=> Mpler)
k=1
CQFD °

Proposition 20.3.2 (Invariance du rang par composition avec un isomorphisme)
Soient E, F,G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Pour tout f € L(E,F) et g€ L(F,G), on a :

e Si f est un isomorphisme Alors rg(go f) =r19(g
e Si g est un isomorphisme Alors rg(go f) = rg(f

~— —

Autrement, dit le rang d’une application linéaire est invariant par composition & gauche ou a4 droite avec
un isomorphisme. &

Démonstration Munissons E et F' de bases respectives
BE = (61,...,6p)

e Puisque f est un isomorphisme B’ := f(Bg) = (f(e1),..., f(ep)) est une base de F' et donc
rg(go f) =rg(g(f(e1)),---,9(f(ep))) =18 (9(B')) =g (9)

e Puisque ¢ est un isomorphisme de F' dans G, elle induit un isomorphisme entre Im f et g(Im f)
(cette application induite est manifestement linéaire et surjective, elle injective puisque g l'est).
On en déduit

rg(go f) =dimIm(go f) = dim(g o f)(E) = dimg(f(E)) = dimg(Im f) = dimIm f = rg(f)

Exercice: Montrer que rg(go f) =rg (g |im f)

Théoréme 20.3.3 (du rang) Soit f € Lx(FE, F), on a alors Im f est un sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie de F' et on a la formule

dim E = dimker f + dim Im f = dimker f 4+ g (f)
&

Démonstration Soit H un supplémentaire de ker f dans E (dont ’existence est garantie par la propo-
sition 20.1.3).
Soit ¢ € L(H,Im f) définie par
¢ f(z)
étant donnée que @ est induite par f, elle est manifestement linéaire. Montrons qu’elle est bijective.

®  est surjective
Soit y € Im f, on a alors y = f(z) avec © € E, on note x = a + b avec a € ker f et b € H grace a la
décomposition £ = ker f & H.
On en déduit
Y= f(&) = fla+b) = f(a) + F(b) = F(b) = (D)
e  est injective.

Soit x € ker ¢ alors
reH et x € ker f

12



20.3. RANG D’'UNE APPLICATION LINEAIRE 13

iex €ker fNH ={0}, dou z =0, i.e. kerp = {0}

e Conclusion
On par isomorphie de ¢, dim H = dim Im f.
D’ou puisque E =ker f & H dim F = dimker f 4+ dim H = dimker f + dim Im f .

Remarque: On a en fait démontré que tout supplémentaire de ker f est isomorphe a Im f.

Corollaire 20.3.4 Pour f € L(E,F), on a les équivalences
f injective < rg(f) = dim F
f surjective <= rg(f) = dim F

&
Preuve On a les équivalences (grace a la formule du rang pour la premiére)
ker f = {0} <= dimker f =0 <= rg(f) =dim F
Imf=F <= dimIm f =dim F < rg(f) = dim F'
[}
20.3.2 Application aux isomorphismes
Proposition 20.3.5 (Caractérisation des isomorphismes)
Soit f € L(E, F) on suppose de plus dim F = dim F', alors les assertions suivantes sont équivalentes
(i) [ est un isomorphisme
(ii) [ est injective
(iii) f est surjective
&

Démonstration 11 suffit de montrer que (ii) <= (4ii). Ce qui résulte immeédiatement du théoréme du
rang puisque :

Imf=F <= dimlm f =dim F <= dimIm f = dim F <= dimker f = 0 <= ker f = {0}
[}

Remarque: Cette proposition n’est pas sans rappeler son analogue dans le cas des ensembles finis de
méme cardinal.

Proposition 20.3.6 (Caractérisation des automorphismes)
Soit f un endomorphisme de E (rappelons que E est de dimension finie).
Les assertions suivantes sont alors équivalentes.

(i) [ est un automorphisme

(ii) [ est injective

(iii) [ est surjective

(iv) f admet un inverse & gauche (il existe g € L(E), tel que go f = Idg)
(v) [ admet un inverse & droite (il existe h € L(E), tel que foh = 1Idg)

Démonstration d’apreés la proposition précédente les 3 trois premiéres assertions sont équivalentes.
11 est évident que () implique (iv) et implique (v).
il suffit donc de montrer que (iv) implique (i¢) et (v) implique (#4i).

Or d’apreés la preuve de la caractérisation d’une bijection au moyen d’une inverse (a gauche et a droite)

pour la loi "o", on sait que

Si f admet un inverse & gauche Alors f est injective
Si f admet un inverse a droite Alors f est surjective

...CQFD °
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14 CHAPITRE 20. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

20.3.3 Application aux formes linéaires

Définition 20.3.2 On appelle forme linéaire de E toute application linéaire de E dans K, leur ensemble
L(E,K) est parfois noté E* ou E’ '

Exercice: Montrer que toute forme linéaire non nulle est une application surjective

solution :
Si ¢ est une forme linéaire on a rg(¢) < 1 car dimK = 1, mais puisque ¢ # 0, on a {0} & Im¢ et donc dimIm¢ > 1... donc
rg (p) = 1 = dimK, i.e. ¢ est surjective

Définition 20.3.3 (droite vectorielle et hyperplan) Soient D et H deux sous-espacesvectoriels de
E.

On dit que D est une droite vectorielle de E lorsque dimD= 1

On dit que H est un hyperplan de E lorsque H admet un droite vectorielle comme supplémentaire dans

E. '
Proposition 20.3.7 Soit H un sous-espace vectoriel de E
‘H est un hyperplan si et seulement si dimH =dim F — 1

En particulier tout supplémentaire d’un hyperplan est une droite vectorielle. '

Preuve Si H est un hyperplan Alors on peut alors trouver une droite vectorielle Dy supplémentaire de

‘H dans E.
D’ou puisque E = 'H & T, on en déduit

dim E =dimH + 1
Réciproquement Si dimH = dim F — 1 tout supplémentaire de D de H vérifie
E=HoD
Dot dmFE = dimH +dimD=dimFE — 1+ dimD, d’ott dimD = 1 i.e. D est une droite vectorielle....
CQFD .

Exemple: toute droite du plan vectoriel 5) (par exemple la droite d’équation 22+ 3y = 0) est une droite
—

vectorielle de P, mais c’est aussi un hyperplan de P (dans notre exemple un supplémentaire est donné

par —3z + 2y = 0).

Exemple: toute droite du plan vectoriel i (par exemple la droite R(1,1,1) ) est une droite vectorielle
—

de &£

Exemple: tout plan vectoriel de ? (par exemple la droite d’équation 2243y +52z = 0) est un hyperplan
—

de E (dans notre exemple un supplémentaire est donné par R(2, 3,5)).

N

Remarque: Les droites affines ne sont pas en général des droites vectorielles ou des hyperplans de P
—

(resp & )(car ce ne sont pas toujours des sous-espaces vectoriels )

Proposition 20.3.8 Soit H un sous-espace vectoriel de E

H est un hyperplan de E si et seulement si H est le noyau d’une forme linéaire non nulle )

Démonstration
e Si H est le noyau d’une forme linéaire non nulle ¢ Alors

En particulier ¢ est surjective et donc rg (¢) = 1 et donc par le théoréme du rang tout supplémentaire
H vérifie
dimH =dimkerp =dim E —rg(p) =dim FE — 1

e Si H est un hyperplan alors H admet une droite vectorielle D := Ke; comme supplémentaire. Soit

(e2,...,ep) une base de H. puisque E = D@ H, on a une base B = (e1, e, ...,¢ep) de H et donc l'ap-

plication ¢ qui & tout vecteur z de associe sa premiére coordonnée relativement a B est une forme linéaire?.

2il s’agit de la forme linéaire el

14



20.3. RANG D’'UNE APPLICATION LINEAIRE 15

© est non nulle (puisque p(e1) = 1) et de plus

Pour tout € E, en notant x = z1e1 + ... + x,€, sa décomposition dans la base B, on a

rE€kerp =21 =0<= 2z € Vect(ez,...,ep) =H
Dot H = kerp .
Remarque 20.3.1 Si on munit E d’une base By = (e1,...,ep,) on en déduit le sous-espace vectoriel H
est un hyperplan de E st et seulement si il existe p scalaires aq,...,a, non tous nuls tel que H a pour
équation relativement & Bg en (z1,...,Tp)

a1r1 +...+apTp, =0

Exemple: l’ensemble des quadruples (z,v, z,t) vérifiant
2 — 3y +V22+t=0

est un hyperplan de R*

Exercice: Donner une droite vectorielle supplémentaire de cette droite

Proposition 20.3.9 Soit H un hyperplan de E.
Tout vecteur non nul a n’appartenant pas H engendre une droite vectorielle supplémentaire de H dans E.

les formes linéaires dont le noyau est H sont proportionnelles entre elles L)

Démonstration Soit a ¢ H, notons H = ker ¢ avec ¢ une forme linéaire non nulle.
Puisque ¢(a) # 0 la preuve de la proposition précédente nous montre que pour D:= Ka on a

E=DoH

Par ailleurs si H = ker avec 9 une forme linéaire non nulle, alors Puisque a ¢ H, on ¥ (a) # 0 et

. v(a)
donc en posant K := 0@

On a pour tout z € F, en notant x = Aa + b sa décomposition relative & £ = Dd H

(o = K¢)(z) = Mp — Kp)(a) + (¢ — K¢)(b) = 0
D’ou ¢ = Kv... CQFD °

Remarque: Ceci justifie le fait que I’équation d’un hyperplan n’est pas unique, mais que deux équations
définissent le méme hyperplan si et seulement si les coefficients d’une équation sont proportionnels, d’un
méme facteur, aux coefficients de 'autre équation

Exemple: z4+y+z+t=0 et 2 + 2y + 2z 4+ 2t =0 définissent le méme hyperplan ‘H
Exemple: 'hyperplan H' d’équation x —y+2+t=0 est distinct de H
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