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Chapitre 21

Matrices

Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou C. n,p et ¢ sont trois entiers non nuls.

21.1 Opérations sur les matrices

21.1.1 Deéfinitions et structure vectorielle

Définition 21.1.1 On appelle matrice de taille n x p a coefficients dans K, la donnée d’une famille

(@ij)1<i<n de scalaires indexée par [1,n] x [1,p], on la représente sous la forme d’un tableau & n lignes
1<j<p

et p colonnes

a1 e alj ‘e a’lp
ai1 Qi Qip
anl Gnj App

On note M,, ,(K) ’ensemble de ces matrices. [ )

Exemple: la matrice dont tous les coeflicients sont nuls est appelée la matrice nulle et notée 0

Remarque 21.1.1

lorsque n. = p, on parle de matrice carré.

lorsque n =1, on parle de matrice ligne.

lorsque p = 1, on parle de matrice colonne. *

Remarque 21.1.2 Dans la suite on adoptera la convention suivante. les matrices seront notées en lettre
majuscules et ses coefficients reprendra la méme lettre en minuscule.
Par exemple pour A et B dans M,, ,(K)

A=(aij)isign et B =(by)

<
<

<n
<ji<p

Exemple: Pour tout (,j) € [1,n] x [1,p], on note E;; la matrice dont les coefficients sont

1 sii=ketj=¢
W0 el <[l eu={ non

Définition 21.1.2 Soit A € M, ,(K), pour tout i € [1,n] et tout j € [1,p], on note L; et C; les
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matrices

alj

L; = ( (o7 I ¢ 75 S ¢ 77 ) S Mlyp(K) et Cj = Q5 S Mn,l(K)

On les appelle la i-eme matrice ligne de A, et la j-ieme matrice colonne de A.
On note parfois

Ly
A::(01 Cj Cp) et A= L,
Ly,
[
Définition 21.1.3 On munit M, ,(K) d’une lci notée + définie par
Y(A,B) € M, ,(K)%, A+ B (ay; +bij)1cicn
1<j<p
On munit My, ,(K) d’une lce notée - définie par
VAE Muy(K), AEK, A AT (A-ay)izis
[
Exemple:
10 7 12 5 7 6 1 6 7 13 13
5 # =2 8 |+| 5 ¢ 2 1 |=(10 n+¢ 0 9
3 2 -2 =2 3 2 1 1 6 4 -1 -1
2 1 6 3
3 5 =95 = 15 —-15
12 0 36 0
Remarque: En notant Ci,...C), (resp Lq,...,L,) les colonnes (resp les lignes) de A € M,, ,(K).
Et en notant C1,...C}, (vesp Li,..., L;,) les colonnes (resp les lignes) de A" € M,, ,(K).
Ly + L}
A+ A =(Cr+Cp - Cj+C) - Cp+Cy) et A=| L;+1L!
L+ L,
Pour tout A € K
ALy
AMA=(ACp -+ XCj - X-Cp) et AMA=| XL
ALy
Proposition 21.1.1 (Mn,p(K), +, ) est un K-espace vectoriel de dimension n X p.
Plus précisément, la famille (EZ]) 1<i<n est une base de My, ,(K), appelée base canonique. '
1<j<p
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Démonstration

o (M, ,(K),+) est un groupe abélien :
+ est associative, 0 est élément neutre et —A := (—a;;)1<i<n est le symétrique de A := (a;;)1<i<n
1<j<p 1<j<p

o """ est distributif & gauche
A ((%‘);gén + (bm)léz@)) = (Aaij + Abij)1gign = A~ (aij) 15ign + A~ (bij) 151
o """ est distributif & droite

A+n)- (aij) 1eicn = (M + paij) igisn = A (aij) 1gign + - (ai) 15

1<5<p =I=P
e Associativité mixte

0 (0) g = O s = ()

1<5<p <ji<p

e 1 est opérateur neutre

. (EU) 1Sign est génératrice

o (EZ]) 1<i<n est libre
1<j<p

1<i<n
1<j<p
L]
21.1.2 Isomorphismes canoniques : Matrices - Applications linéaires
Proposition 21.1.2
o lapplication qui & tout vecteur (x1,...,x,) de K™ associe la matrice colonne
Z1
In
est un isomorphisme d’espace vectoriel au moyen duquel on identifie souvent K™ et M, 1(K)
e l'application qui & toute forme linéaire w de KP caractérisée par la famille de coefficients' (Bi,...,Bp)
associe la matrice ligne
(/31 T 51))
est un isomorphisme d’espace vectoriel au moyen duquel on identifie souvent L(KP,K) et M ,(K) &

Démonstration Pour tout (A, u) € K2 et tout ((x1,...,25), (Y1,--.,9n)) € (K")?

M@ty @n) + Y, yn) = (A1 + g1, - AZn + 1Y)

il s’agit des coordonnées de w relativement & la base duale de la base canonique de K?

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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est canoniquement associé a la matrice colonne

Az1 + pyr x1 (7
: S B R
Pour la preuve concernant les formes linéaires voir proposition ci-dessous .

Remarque: En particulier on identifie souvent K & M ;(K)

Proposition 21.1.3 Soit © Uapplication qui o tout f € L(KP,K™) associe la matrice (a;j)1<i<n, 00

1<j<p

p p p
V(xl,...,a:p)EKp, f(a:1,...,xp)=(Zaljxj,..., Zaij-rj a---7ZaTijj)
j=1 j=1 j=1

——

i-éme coordonnée

© est un isomorphisme d’espace vectoriel entre L(KP,K™) et M,, ,(K), appelé isomorphisme canonique &

Remarque 21.1.3 La matrice O(f) n'est autre que le tableau Matc—p(f) associé a f relativement au
diagramme

(K",C) < (K, B)

Ou B et C sont les bases respectives de KP et K™ *

Démonstration|de la proposition]
Etant donné la remarque on sait déja qu'’il s’agit d’une bijection.
Il suffit de montrer la linéarité :

Pour f,g dans L(KP,K") et A, u dans K, on note (a;;)

1<i<n
1<j<p

1<i<n

p p
V(Jq, S ,J?p) € KP, /\f(],‘1, . ,pr) —i—,ug(xl, R ,Jﬁp) =X (Zaijxj)1<i<n —&-M(Zbijxj)
j=1 == j=1

V(z1,...,2p) € KP, ()\er,ug) (x1,...,2p) = (i )\~aijxj+u~bijxj)1gi§n = (Zp:()vaifrwbij)xj)

1<i<n
=1

j=1

<.

D’ou

[}

21.1.3 Produit de matrices

Définition 21.1.4 Soient A € M,, ,(K) et B € M, ,(K) deuzr matrices oz

Nombre de COLONNES de A = Nombre de LIGNES B
On note A X B ot tout simplement AB la matrice
def [
AB=E (Z aikbkj> € M, 4(K)
k=1 15535

o

Remarque: Un moyen mnémotechnique pour retenir cette formule est
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b11 b1 big
ba1 baj bag
br1 brq
bpl bm’ bpq
ail a2 a1k A1p C11 C1j Ciq
a1 42 Qip Ci1 Cij Ciq
Gn1  Aap2 Ank Anp Cnl Cnj Cngq
Avec
¢y = ajnbaj + aizba; + - + + -+ ajpbp;j
Exemple:
(103)?22_42 <11051)
0 -1 2 9 0 0 1 3 -1 -5 -2
Exemple: En identifiant M ;(K) et K
by »
( aq ap ) : = Zakbk
bp k=1

Remarque 21.1.4 En notant Lq,..., L, les matrices ligne de A et Cq, ..
B, on obtient avec un léger abus de notation

., Cy les matrices colonnes de

Ll L16’1 Lle Llcq
AB = Li X ( Cl Oj Cq ) = LiC’l LiCj LiCq
L, L,Cy L,C; L,C,
*
Exercice: Montrer avec les mémes notations
AB = ( ACh AC; AC, )
ie. AC, ..., AC, sont les matrices colonnes de AB
Proposition 21.1.4 (Associativité) Pour A € M,, ,(K), B € M, ,(K) et C € My, (K), on a
A(BC) = (AB)C
&

Exercice: le prouver, en montrant que

A(BC) = ( Z aikbkfcfj> rcien = (AB)C
1<k<p 1<5<r
1<¢<q

Exercice: Avec les mémes notations, montrer que

VA€K, (M)B=A(\B)=A(AB)

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Proposition 21.1.5 (bilinéarite) [’application

X 1 Mo p(K) X My 4(K) — M, 4(K)
(A, B) — AB

est bilinéaire :
VA € My, ,(K), ¥(B,B') € My, ,(K)*,¥(\, 1) € K*,  A\B+ uB') = AAB + nAB’

V(A, A) € M, ,(K)?, VB € M, ,(K),V(\, ) € K*, (M + pA")B = AB + nA'B

Démonstration Avec des notations évidentes

p P P
A\B + uB') = (Z ik (Abkj + Mb;cj)> = (AZ airbrj + 1y amb%y‘) = AAB + pAB’
1<i<n k=1 1

k=1 <t = k=1 <i
1<j<gq <j<q

p
(M +pA")B = (Z (Aagr + /La;ik>bkj>

k=1

P P
(3ot a8 n)  nap s
k=1 k=1

1<i
1<j

A
INA
k)

Proposition 21.1.6
Soient M € M,, , et f € LIKP,K") Uapplication linéaire canoniquement associée o M (i.e. M = O(f)).
Pour tout x € KP (resp .y € K") en notant X (resp. Y) le vecteur colonne canoniquement associé & x

(resp. y), on a
y=flz) =Y =MX

L)
Démonstration En posant M := (a;;)1<i<n, € = (21,...,2p) et y := (Y1,... Yn)
155<p
y=f(z) <= (Y1, yn) = fz1,...,2p)
P P P
< (y17~-~ayi7-~-ayn) = (Zaljaxj,...,Zaijxj,...,z:anjmj)
Jj=1 j=1 j=1
Y1 a1 alp xr1
<= =
Un, ap1 - . Qnp Tp
— Y=MX
[}

Remarque: Cette relation nous est déja familiére étant donné que O(f) correspond & Mat g ¢(f) rela-
tivement aux base canoniques.
21.1.4 Transposition

Définition 21.1.5 Soit A € M,, ,(K). On note ‘A la matrice de M, ,(K) dont les coefficients (a;;)

1<i<p
1<5<n
sont obtenus a partir des coefficients de A par permutation de l’indice de la ligne avec celui de la colonne

V(Z,]) € [[Lpﬂ X [[17”]]7 aij = Qji

A= (a,»j) 1<i<n «wligne — tA = (G,ji) 1<i<p «wligne

1<5<p «wcolonne 1<j<n «wcolonne
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Exemple:
t 1 a b ¢ 1
A 2 e a
B D 3 f |= b
C E F 4 c
a B v 0
Exercice: On note Ly,...,L, et C1,...
Montrer que 'C,..., 'C) et 'Ly,..
Cy t
t( C, - O C'p): (c; ot
tcp

Proposition 21.1.7

la transposition est un isomorphisme involutif d’espacevectoriel entre M,, ,(K) et M, ,(K) :

Y(A, B) € M, ,(K)?, V(\, ) € K2,

VA € M, ,(K), X

A B C «
2 D E pj

3 F v
e f 4 9

Ly
I'/i =( 'Ly - L

Ly

YANA+puB) = N'A+u'B

"4) = A

Démonstration Soient A, B deux matrices de M, ,(K) et X, u deux scalaires.

t()\A +uB) = t(/\aij + ubij) = (/\ajz- + ﬂbji) 1gise =\A+ [LtB

1<i<n
1<j<p

("4) = t(t(aij) 1;;2) = t((“gﬁ) 1<7§g) = (%‘);;g; =A

Proposition 21.1.8 (Compatibilité avec le produit)

Sotent A, B dans M,, ,(K) et M,, ,(K) respectivement, on a

(AB) = 'B'A

Démonstration Posons

On a en particulier
V(4,7) € [1,n]) x [1,4],

on en déduit

tg — .. : t — .. .
4=lign P=Uniss
Qij b

ij

En particulier en notant 'B‘A = (d;;) 1<i<q, 0n a
15520

V(i,g) € [Lal x [Lnl,  dij = bt =
k=1

et AB = (Cij)iE;(n

p
Cij = E @ikbr;
k=1

P P
briajr = E ajkbri = ¢ji = Cij
1 k=1

,Cp les matrices lignes et colonnes respectivement de A.
., 'L,, sont les matrices lignes et colonnes respectivement de ‘A.

th )

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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21.1.5 Matrices Carrées

On note M,,(K) 'ensemble des matrices carrées de taille n x n

Remarque: On note I, la matrice (5ij)1§i,jgn dont les coefficients sont tous nuls a I’exception de ceux
de la diagonale principale qui valent 1

10 0
="

S

0 0 1

di; est ce qu’on appelle le symbole de Kronecker d’indice i, j

21.1.5.1 Structure Algébrique de M, (K)
Exercice: Montrer que pour tout 4, j, k,¢ dans [1,n]  E;;jEwe = 05Eiu
Proposition 21.1.9 (M, (K),+, x) est un anneau &

Démonstration

o (M,,(K),+) est un groupe abélien :
Cecie a été démontré puisque (M,,(K), +, ) est un K-espace vectoriel

o "x" est lci associative
C’est une lci car le produit de deux matrices de M,, ,,(K) est encore dans M,, ,(K), et de plus on a vu
que cette loi est associative

e [, est ¢lément neutre de M,,(K) pour la loi x
Pour A € M,,(K)

n
AL, = (aij)1<ij<n X (0ij)1<ij<n = (O aindj)i<ij<n = (@ij)1<ij<n
k=1

n
1A = (8ijhi<ijen X (aijh1<ijon = (O Sirtnj)1<ijon = (@ij)1<ij<n
k=1

e X est distributive par rapport a +
C’est la bilinéarité de x déja prouvée °
Remarque: pour n > 2, M,,(K) n’est pas commutatif

0 1 00y (10 ¢ 0 0 01\ (0
00 10o) \oo ¢ 10 0o0) \o

Proposition 21.1.10 l’application © qui a tout f € L(K™) associe la matrice (a;j)1<i j<n, 0

= O

n n n
V($1,...,xn)EKn7 f('rla"'7xn):(Zaljxj"na Zaijxj ""7Za'njxj)
Jj=1 Jj=1 Jj=1

———

i-éme coordonnée

est un isomorphisme d’anneauz entre L(K™) et M,,(K), appelé isomorphisme canonique.
En particulier :
Si f et g sont canoniquement associée aux matrices A et B respectivement, Alors

go f est canoniquement associé & BA

10
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Démonstration e On sait déja qu’il s’agit d’un isomorphisme d’espace vectoriel. et donc en particulier
un isomorphisme de groupe de (M,,(K), +) dans (L(K"), +)

e Montrons que O(Idg») = I,
Notons f = ©71(1,)

V(zl,...,xn)EK”, f(xl,...,xn)2(251jxj,..., Z(Sijl‘j ,...,Z(Snjl‘j):(1?1,...,xn)
j=1 j=1 j=1

———

i-éme coordonnée
Donc ©7Y(1I,,) = f = Idgn, et donc O(Idg») = I,

e Calculons I'image d’un produit.
Soient f et g deux endomorphismes de K™ canoniquement associées & A et B respectivement.

A=0(f) = (aij)icij<n et B=06(g) = (bij)i<ij<n

Pour tout (z1,...,2,) € K", on a

n n n
go f(xy,...,xn) = g(Zaljxj,...,Zaijj7...,2anjxj)
Jj=1 Jj=1 Jj=1

—_— e

Y1 Yk Yn
Or
n n n n n n n
W1y yn) = (§ :bikyk)lgign — (E bk E AkiTj)1<i<n = (E E bikQjT;)1<i<n = ( E E bira; xj)1<.<
k=1 k=1  j=1 k=1 =1 j=1 \k=1 Sen
Cij
Donc
n n n
n
V(@i mn) €KY, go f(mr,. . an) = (O eas, . D i Y oy
j=1 j=1 j=1
——
i-éme coordonnée
Or

BA = (Cij)lgi,jgn donc @(g o f) = BA = @(g) X @(f)

21.1.5.2 Matrices triangulaires et diagonales

Définition 21.1.6 On note 7,7 (K) (resp. 7,7 (K)) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) de M.,,(K)

M € 7,7 (K) si et seulement si V(i,5) € [1,n]?, i>j=m;; =0

M e 7 (K) si et seulement si V(i,5) € [1,n]?, i<j=mi =0

Remarque: les matrices M € 77 (K) et N € 7, (K) s’écrivent sous la forme

* * * 0 0
=0 ) et  N=
R *
0 0 = * *

Remarque: M € 7,7 (K) <= 'M € 7, (K)

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Définition 21.1.7 On note D,(K) l’ensemble des matrices diagonales de M, (K).
D € D,(K) si et seulement si Y(i,j) € [1,n]? i#j=4di; =0
On note parfois D = diag(di1, ..., dnn) o

Remarque: D,(K) =7 (K)N 7~ (K).
En particulier les matrices D de D, (K) s’écrivent sous la forme

* 0 0
D= 0
0
0 0 =
Exercice: Soit A € M, (K) dont les matrices colonnes sont Ci,...,C, et les matrices lignes sont

Ly,...,L,. On pose D = diag(A1,...,\,) Montrer que

M 0O -0
AD=(¢C, - ¢ - C )| ° — (MG \C; MG )
S
0 0 A
A0 0 Ly )\l.Ll
pa=| " Li [=] ML
S ’ :
0 0 A L, AL,
Proposition 21.1.11
7,7 (K), 7,7 (K) et D,(K) sont des sous-espaces vectoriels et des sous-anneauzr de M, (K) &

Démonstration
e Montrons que 7, (K) est un K-sous-espace vectoriel de M, (K)

7,7 (K) est une partie non vide de M,,(K) (car contient I,,) Soient A, B dans 7,/ (K) et A, u deux
scalaires.
Notons \A + ,uB = (mij)lfidfn

V(i,j) € [Ln]?, 0> j = mi; = Aaij + pbi; =0

Donc M + uB € 7,1 (K).

e Montrons que 7, (K) est un sous-anneau de M., (K).
Nous savons déja que 7,7 (K) est un sous-groupe de M,,(K) contenant I,,. Montrons qu’il est stable par
produit.
Soient A, B dans 7, (K) Notons AB = (¢;j)1<i,j<n

n
V(i j) € [Ln]? i>j=>cij =Y ainbi; = Y ik by + D @ik br; =0
k=1 i<k \0/ i>k

Donc AB € T,;F(K).

* Montrons que 7, (K) est un K-sous-espace vectoriel (resp. un sous-anneau) de M, (K).

7,7 (K) est I'image de 7" (K) par la transposition qui est un morphisme d’espace vectoriel , ¢’est donc un

12
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13

K-sous-espace vectoriel de M, (K).
Cet ensemble contient I,, et est stable par produit car :

VA, B) €T, (K),  (4B)= B, A eT}(K)

€T, (K) €T, (K)

7.7 (K) est donc un sous-anneau de M, (K)

n

* Montrons que D, (K) est un K-sous-espace vectoriel (resp. un sous-anneau) de M,,(K).
En effet D, (K) est I'intersection de deux K-sous-espace vectoriel (resp. sous-anneaux) car

Du(K) = 7,7 (K) N7, (K)

21.1.5.3 Matrices inversibles

Définition 21.1.8 On note GL,(K) l’ensemble des matrices inversibles de M, (K).

Pour tout M € GL,(K), on note M~ la matrice inverse de M

Proposition 21.1.12 (GL,(K), x) est un groupe.

lisomorphisme canonique © induit un isomorphisme de groupes entre GL(K™) et GL,(K).

En Particulier :
Pour f € L(K™) canoniquement associé a la matrice M € M,,(K)

f e GL(K") <= M € GL,(K)

Et dans le cas inversible, on a

f~1 est canoniquement associé ¢ M~!

&

Démonstration On sait que les éléments inversibles d’un anneau forment un groupe. En effet ici. x

est associative, I, est élément neutre et tout élément de GL ,,(K) admet un inverse.

Pour f € L(K"), en notant M = O(f) € M, (K) la matrice canoniquement associé On a a grace a

l'isomorphisme O : L(K") — M, (K)

fE€GL(K") <+= 3hec L(K"); foh=hof=Idgn
— 3JheL(K"); O(foh)=0O(hof)
<~ Jhe L(K"); O(f)e(h)
< INeM,(K); MN=NM=1I,
<~ M € GL,(K)

On en déduit que la bijection © induit une bijection de GL (K,,) sur son image GL ,(K).

0(me(f) = In

Cette bijection induite étant un isomorphisme de groupes (car bijective et morphisme de groupes) :

Pour f quelconque dans GL (K™) et M sa matrice associée
o(f )=o) t=M"
Et donc f~! est canoniquement associé & M !

Proposition 21.1.13 Soit A € M,,(K).
A est inversible si et seulement si

VX € Mp1(K), AX=0=X=0

13
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Démonstration Soit f € L(K™) canoniquement associé a A.

A est inversible  si et seulement si f est un automorphisme
si et seulement si f est injective
si et seulement si Vee K", f(z)=0=2=0

si et seulement si VX € M, 1(K), AX=0=X=0

01 2 8 7
0 2 2 4 5
Exercice: Montrerque | 0 6 5 5 8 n’est pas inversible
01 0 6 12
0 3 5 5 7

Proposition 21.1.14 Soit A € M, (K).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est inversible
(i1) A admet un inverse & gauche (il existe B € M, (K), tel que BA =1,,)
(iii) A admet un inverse a droite (il existe C € M, (K), tel que AC = 1,)

Dans le cas ot (ii) est vrai, on a B = A~!
Dans le cas ot (iii) est vrai, on a C = A~! &

Démonstration Etant donné 'isomorphisme canonique © :

(1) <= f est un automorphisme

1)

(11) <= f admet un inverse a gauche

(2)

(#i1) <= f admet un inverse a droite

(3)

On conclut alors grace a (1) < (2) < (3) En fin dans le cas (i) (resp. (iii)), on a puisque A inversible :

BA=1,=— BAA '=1,A"' = B=A""
resp. AC =1I,= A"1AC =A"'], = C=A""

L]
Exercice: Donner une CNS pour que D = diag(A1,...,\,) soit inversible. Quelle est alors son inverse ?
Corollaire 21.1.15 Pour tout A € M, (K)
A€ GL,(K) < "A € GL,(K)
Et dans le cas inversible on a
(t4)™ = (4™
)

Démonstration
e Supposons A inversible.
On a AA™! = I,, et donc
(A A=A =T, =1,

D’ou d’aprés ce qui précéde ‘A est inversible et

(1) = )

14



21.2. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES 15

e Supposons A inversible.
En appliquant ce qui précéde a A4, on trouve que

A= (*A) € GL ,(K)

Exercice: Que dire de l'invisibilité de

00 00 O
2 2 2 4 5
5 6 5 5 8
8§ 1 0 6 12
6 3 5 5 w

21.1.5.4 Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 21.1.9
On note S,,(K) (resp. A,(K)) l’ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de M, (K)

A € S5, (K) si et seulement si V(i j) € [1,n]? aiy =aj
Ae A, (K) si et seulement si V(i,j) € [1,n]?, aij = —aj;
)

Remarque: les coefficients d’une matrice symétrique sont symétriques par rapport a la diagonale prin-
cipale?

Remarque: les coefficient des matrices antisymétriques sont tous nuls.

Exemple:
1 i 1+ 0 2 -2
i 5 12 €S3(C) et -2 0 8 € A3(R)
144 12 7 V2 -8 0

Remarque 21.1.5 Pour tout A € M, (K)
AcS,(K)«= A=A et AeA(K)= "A=-4A

Proposition 21.1.16

&

Démonstration puisque la transposition 7 est involutive, c’est une symétrie : la symétrie par rapport a
ker(r — Id) parallélement & ker(r + Id) et en particulier

M, (K) = ker(7 — Id) @ ker(r + Id) = Sp(K) @ A, (K)

Remarque: On a la décomposition de M € M, (R) relative & M,,(K) = S, (K) & A, (K)
M+ M n M — M
2 2
€S8, (K) €A, (K)

M =

21.2 DMatrices et Applications Linéaires

Voir Fiche 12

2coefficients dont I’indice de la ligne est égal & celui de I'indice de la colonne

15
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21.2.1 DMatrices Rectangulaires et Morphismes
Dans cette section E, F, G désignent trois K-espaces vectoriels munis de bases respectives

B:i=(e1,...,ep) C:=(f1,---,fn) et G:=(g1,---,9q)

21.2.1.1 Matrice et Famille de vecteurs
P

e Soit z un vecteur de E, en notant z = Z apey la décomposition de x relativement a B,
k=1
on définit

Mat 5 (z) </ : € M, (K)

Qp

Exemple: On pose B = (1,X,...,X?~!) la base canonique de R,_;[X],
alors pour P :=3X +2X2+7X?"! on a

0

3

2

Matz(P)=| 0 | € M, (K)

0

7
e Soit L = (x1,...,2zq) une famille de g vecteurs de E. On définit

a1 Qi ot Qg
Mat g (L) = Mat g(z1,...,2q) = a;-l oz-,,-j oz;-q € My 4(K)
Qplr ot Qpj ottt Qpg
Q15
Ou pour tout j € [1,¢q]], Matg(x;) =
Qpj

Exemple: On note @ := —X, on a

0 0

3 1

2 0

Mat 5(P,Q) = | 0 € M,o(K)

0 :

7 0
21.2.1.2 Matrices et formes linéaires
e Soit w € L(E,K) caractérisée par la famille de coefficients® (B1,-..,Bp) :

P

P
Pour tout vecteur z, et sa décomposition relative a B x = E ageg, on a w(x) = E Broag
k=1 k=1
on définit

Mat g(w) def B o Bp € Mi,p(K) ‘

En notant D: K;[X] — K la forme linéaire dérivation (ou on a identifié Ko[X] et K), on a : Pour tout
P =aX +b, on a P) = a, donc relativement & la base canonique B = (1, X)

Mat 5(D) = (0 1)

o Soit FE = (wy i)—une famille de n vecteurs de E. On définit
3il s’agit des coordonnées de w relativement & la base duale de B

16
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B oo By 0 Pip
e : : :
Mat 5 (F) 2 Mat g (w1, ...,wn) = Bix o Big 0 Bip € My »(K)
Bn1  + Bnj o Bup
Ot pour tout i € [1,n], Matg(w;)= Bi -+ Bip
21.2.1.3 Matrice et Application linéaire
e Soit ¢ € L(E, F), on définit
a1 - a1y - alp
, : : :
Mat 5,¢(p) < @il e @iy Ggp € My p(K)
ani ccc o Gpj ccc amp
a1j
Ou pour tout j € [[1,p]], Matc(p(e;)) =
QAnj

Remarque: Un moyen mnémotechnique pour retrouver Mat g, ¢ (¢) est de construire le tableau des coefficients Mat ¢._53(¢) associé
au diagramme
(F,C) «* (E,B)

Remarque: ’ Mat 5,c(p) = Mat ¢ ¢(B) ‘ ou de fagon mnémotechnique Mat ¢.—5(¢) = Mat ¢ ¢(B)

Exemple: En notant D: K, [X] — K,_1[X] application dérivation, en notant B = (1, X,..., X™) et

C=(1,X,...,X" 1) les bases canoniques respectives.
0 1 0 0
2
def .
MatB,C(D) = O . € Mnm-{-l(K)
n—1 0
0 0 n

21.2.1.4 Action d’un Morphisme sur un vecteur

e Soit w € L(E,K), on note L := Mat g(w), et * € E, on note X := Mat g(z) :

Ou l'on a identifié K et My 1 (K),

Exemple: En reprenant 'exemple de la forme linéaire D: K;[X] — K, on a pour P =aX + b
b
P =a=0 1) "

e Soient p € L(E,F), x € E et y € F on note

M := Mat g,c(¢) X :=Matg(z) et Y :=Matc(y)

y=¢) =Y =MX

Remarque: Ceci traduit 1’égalité Mat ¢ (¢(z)) = Mat 5,¢(¢) X Mat g(x) ou de facon mnémotechnique

Mat c(p(z)) = Mat c—5(p) X Mat 5(z)

Remarque: Cette formule généralise la précédente puisque Mat g(w) = Mat 5,1 (w)

Remarque: Dans le cas d’une famille finie £ de vecteurs de E, on a

17
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18 CHAPITRE 21. MATRICES

’ Mate o(£) = Matg.c(p) x Mat (L) ‘

Ou de fagon mnémotechnique Mat¢ ¢(L£) = Matc—n(p) X Mat g(L)

Démonstration On note Mat (1), ..., Mat g(z,) les colonnes de Mat (L) d’aprés les propriétés algé-
briques des matrices

Matgc(p) x Mat g(z1) -+ Mat g c(p) x Mat g(z,)
Mat g,c(p) x Mat g(£) = - - -
Mat ¢ (¢(1)) Mat ¢ (¢(zq))
[}
21.2.1.5 Opérations entre Morphismes
Proposition 21.2.1
Matp,c : l:(E,F) — Mnyp(K)
® — Matg,c(p)
est un isomorphisme d’espace vectoriel :
Pour tout ¢, dans L(E,F) et tout A\ € K
Matg,c(g9+’gb) :Matg’c(go)ﬁ»MatB,c(’L/)) et Matg’c()\-tp) :)\-Matg.’c(tp)
L]

Démonstration Puisque toute forme linéaire est entiérement caractérisée par son tableau (image de la
base B exprimée a 'aide de ses coordonnées relativement a C), on en déduit la bijecivité.
Enfin la linéarité se démontre a ’aide des opérations sur les colonnes d’une matrice

Matgc(p +1) = Matc(p(er) +1(er), ..., p(ep) +1(ep))
= (Matc(p(er) +Mate(w(er)) -+ Mate(ple,)) +Matc(u(e,)))
Mate(p(e)) - Mate(p(ep))) + (Mate(v(er)) -+ Mate(b(ey))
= Matgc(p)+Matpc(y)
Matgc(A-@) = Mate(A-p(er),...,A-@(ep)))
= (AMate(pler) -+ A-Mate(e(ey)))
= A (Mate(pler) -+ Mate(p(er)
= )\-Matgyc((p)

Corollaire 21.2.2
dim £(E, F) =dim FE x dim F

&

Proposition 21.2.8 On a par ailleurs une compatibilité entre le produit matriciel et la composition de morphismes linéaires :
Pour tout g € L(F,G) et pour tout f € L(E, F)

Matp,g(go f) = Mate,g(g) X Matg,c(f)

Remarque 21.2.1 Un moyen mnémotechnique de retenir cette formule est de considérer l’égalité

Matg.—p(go f) = Matg—c(g) X Matc—s(f)

associée aux diagrammes (G, 6) g (F,C) ! (E, B)

gof

18
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Démonstration

Mat g,g(gof) = Mat g(gof(B)) = Mat g (g(f(B))> = Mat ¢ g(g9)xMat c(f(B)) = Matc,g(g9)xMat g c(f)

21.2.2 Matrices Carrées et Endomorphismes

Dans cette section on considére E un K-espace vectoriel muni d’une base

B:=(e1,...,en)

Soit ¢ € End (E), on définit | Mat 5(p) ‘<’ Mat 5.15(p) € Mo (K)

Proposition 21.2.4 L’application
Matg : End(E) — My n(K)
© —— Matg(p)

est un isomorphisme d’espace vectoriel et un isomorphisme d’anneau.
Cette isomorphisme induit un isomorphisme de groupes entre (GL, (K), xX) et (Aut(E), o) L)

Remarque 21.2.2 Plus précisément, pour tout ¢ dans End(E), si on pose M := Matg(p) on a
M € GL,(K) <= ¢ € Aut(E)

Et dans le cas inversible

M~ = Matg(p™")

Démonstration
e On sait déja que Mat z est un morphisme d’espace vectoriel .
e On en déduit Mat 5 est un morphsime d’anneaux.

car ¢’est déja un morphisme de groupe pour la loi +, et pour tout f,g dans L(E)

Mat g(g o f) = Mat g(g) x Mat g(f) et Mat g(Idg) = Mat g(B) = I,

e Mat 5z induit un isomorphisme de groupes entre (GL,(K), x) et (Aut (E), o)
De plus Mat 5 est un morp

Pour f € L(E), en notant M = Mat g(f) € M, (K)
On a a grace a l'isomorphisme d’anneaux Mat g : L(E) — M, (K)

fe€GL(E) < 3JheL(E); foh=nhof=Idg»
< dhe L(B); Mat g(f oh) =Matg(ho f) = Mat g(Idg)
<~ 4dh€ ﬁ(E), Mat B(f)Mat B(h) = Mat B(h)Mat B(f) =1,
<~ dINeM,(K); MN=NM-=1I,

(
<— M € GL,(K)

On en déduit que la bijection Mat  induit une bijection de GL (E) sur son image GL ,(K).

Cette bijection induite Mat g étant un isomorphisme de groupes (car bijective et morphisme de
groupes) :
Pour f quelconque dans GL (E) et M = Mat g(f) sa matrice associée
Mat 5(f~!) = Mat 5(f)~' = M~}

Et donc f~! est canoniquement associé & M ! o

19
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21.2.3 DMatrices de Passage et Isomorphismes

Dans cette section on considére E un K-espace vectoriel muni de deux bases

B:=(e1,...,en) et B = (e},...,e)

»En

On appellera la premiére ’ancienne base et la deuxiéme la nouvelle

Définition 21.2.1 On appelle matrice de passage de la base B a la base B’ , la matrice

P(B,B") Y Maty(B') € M, (K)

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité on la note P.

Ainsi, pour tout j € [1,n], la j-ieme colonne de P est constituée des coordonnées dans l’ancienne base B du j-ieme vecteur e;-

de la nouvelle base B’

-
7

— — —
Exemple: on munit £ de la base canonique B= (i, j, k)etdelabase B’ = (_ i ,

(c’est bien une base puisqu’échelonne par rapport a la premiére)

1 2 -5
PBB)=|0 1 2
00 1

Remarque: | P(B,B’) = Mat g 5(Idg) | ot de fagon mnémotechnique

1d
P(B,B') = Mat 5_ 5/ (Idg) associé & (E,B) —=2 (E,B)
Proposition 21.2.5 Soit P € M, (K).

Si P est une matrice de passage Alors P € GL ,,(K)

En particulier* P(B,B)"! = P(B',B)

Démonstration

P(B, B,) X P(B/,B) = Mat g g(Idg) x Mat g g(Idg) = Mat g p(Idg) = I,

Exemple: Quels que soient (x,y,z2) et (a,b,c) dans R® en notant f ’'endomorphisme canoniquement

associé a P(B,B’)

fHa,be) = (2,y,2) = f(z,y,2) = (a,b,¢)
1 2 -5 z a
= 01 2 y | =125
0 0 1 z c
r+2y—952 = a
= Y+ 2z =
2 —
a—2b+9c = =z
= b—2c =y
c = z
1 -2 9 a T
= 0 1 =2 b 1=y
0 0 1 z

4on a en fait une équivalence :

Si P € GL,(K) Alors P est la matrice de passage de B & la base obtenue a partir des colonnes de P

20
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Donc puisque f~1 est canoniquement associé a P(B,B')~1 :
1

PB,By=PB,B)'=0 1 =2
0

En particulier grace a la deuxiéme colonne de cette matrice on a

T =0w 4
21.2.3.1 Application aux vecteurs

Soit = un vecteur de E, on note X (resp. X’) le vecteur colonne de ses coordonnées dans ’ancienne (resp. nouvelle) base et P
la matrice de passage de ’ancienne a la nouvelle base

X := Mat g(z) X' :=Mat z/(z) et P:=P(B,B)

On a alors®

X = PX’

Remarque: Un moyen mnémotechnique pour retrouver cette formule est liée a ’identité

Mat g(z) = Mat g Idg(x) = Matg,_pz Idg Mat g/ (z)
N— ———
P(B,B")

de construire le tableau des coefficients Mat ¢._g(¢) associé au diagramme
(F,C) <= (E,B)

. -, =, = . . .
Exemple: Les coordonnées de u + v 4+ w dans 'ancienne base sont données par la matrice colonne

1 1 2 =5 1 -2
PB,B) 1 ]=[01 2 1] = 3
1 0 0 1 1 1
c’est a dire 74—7—&—@):—27}4—374—?

Remarque: Pour une famille finie £ de vecteurs de E,
en posant pose L := Mat g(£) et L' := Mat g/ (L), on a L=PL
21.2.3.2 Application aux morphismes

On se donne ici un espace vectoriel F muni de deux bases C et C’

Proposition 21.2.6 (Cas des formes linéaires)
Pour w € L(E,K) en notant Q (resp. Q') la matrice représentant w dans l’ancienne (resp. nouvelle ) base et on notant P la
matrice de passage de l’ancienne a la nouvelle base de E :

Q' = Mat g/ (w) Q:= Matp(w) et P:=P(B,B)

*

Remarque: Un moyen mnémotechnique pour retrouver cette formule est liée a I'identité

Mat g/ (w) = Mat gr wo Idg = Mat g(w)Mat g,z Idg
e ————
P(B,B")

associée aux diagrammes (K’ 1)

Proposition 21.2.7 (Cas des applications linéaires)
Pour ¢ € L(E, F) en notant A (resp. A’) la matrice représentant ¢ dans les anciennes (resp. nouvelles) bases et on notant P
(resp. Q) la matrice de passage de l'ancienne & la nouvelle base de E (resp. de F) :

A= Matgr cr(p) A= Matp.c(p) et P:=P(B,B") Q:=P(C/C)

50n dit que la formule de changement de coordonnées est contravariante

21
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A'=Q7tAP I

Remarque: Ceci équivaut a’ Mat 4/ ¢/ (¢) = P(C’',C) X Mat 5 c(p) x P(B,8’) ‘

Ce qui de fagon mnémotechnique se retrouve grace a ’identité
Mat ¢/ g/ (p) = Mat C’HC,(IdE) XMat c—p(p) X Mat gz, g/ (Idg)
——— — S—— —

P(c’,C) P(B,B’)

associée au diagramme (F,C") il (F,C) b (E,B) T (E,B')

\/

®

21.2.3.3 Application aux endomorphismes

Proposition 21.2.8 Pour ¢ € End(E) en notant M (resp. M') la matrice représentant ¢ dans les ancienne (resp. nouvelle)
base et on notant P la matrice de passage de l’ancienne a la nouvelle base de E :

M’ := Mat g/ (¢) M := Mat(p) et P:=P(B,B)

M' =P 'MP

Remarque: Ceci équivaut a’ Mat z/ (p) = P(B’,B) x Mat g(p) x P(B,B’) ‘

Exemple: Soit ¢ : £ — £ défini par

- = . — e
e(i)="1, @@l =2i et o(k)=1-2j—k
1 2 1 1 4 -5
Mat g (o) =PB,B)x | 0 0 =2 | xPB,B)Y=[ 0 0 0
00 -1 00 -1

En particulier grace a la troisiéme colonne on voit que

o(T) = —57 — T

21.3 Rang d’une matrice

21.3.1 Définition et Propriétés

Définition 21.3.1 Soit A € M,, ,(K), on appelle rang de A, et on note rg(A), le rang des colonnes
Ci,...,C, de A vues comme des vecteurs de K"

A=(C1 - Cp )= 19(A)=19(Ch,...,Cp)
[
Exemple:
0 0 4 0 0 4 0 4
0 0 5 . 0 0 5 . 0 5 )
Tlo v |7 Lo T || T
0 1 1 0 1 1 1 1
0 4
0 5 ..
Car 1 et 1 sont non colinéaires
1 1

22
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Remarque 21.3.1 Si on note ¢ € L(KP,K™) Uapplication canoniquement associé a A, on a alors

9 (A) = 19 ()

Preuve En notant (eq,...,ep,) la base canonique de KP, on a

rg(4) =1g(C1, ..., Cp) = rg(pler), .-, p(ep)) = 12(¥)

Exemple: Soit ¢ € £(R3 R?*) définie par ¢ : (z,y, 2) — (42,52,y + 2,y + 2)
0 0 4

0

ig(p) =rg |

0

=)
— = Ot

Remarque: A € GL,(K) siet seulement sirg(A4) =n

Proposition 21.3.1 Soient A € M,, ,(K), P € GL,(K) et Q € GL,(K)
rg(AP) =1g(A) et 1g(QA) =19(A)
&

Démonstration En notant ¢, f, g canoniquement associés a A, P,@Q on a d’aprés I'invariance du rang
par composition avec isomorphisme (en effet f et g sont des isomorphismes).

g (QA) =18(90¢) =18(p) =18(A) et 1g(AP)=18(po0 f) =18(p) =18 (A)

Proposition 21.3.2 Soit y1,...,y, une famille de vecteurs de F. Ot F est un K-espace vectoriel muni
d’une base C.
En notant M := Matc(yi,...,Yp), on a

9 (Y1, -, Yp) = 19 (M)

&
Démonstration On note 6 : K — F I'isomorphisme relatif a C := (eq, ..., e,)
0: (A, ) = Aer + .o+ ey
On note C4,...,C, les colonnes de M, vues comme vecteurs de K".
Soit X € K™ quelconque et x = 0(X)
X e Vect(Ch,...,Cp) <= p1,...,pp) €KP, X =pCr+... 4+ 1,0

= I, pp) €R?, (X)) =0 Cr+ ...+ ppCyp)

= I, pp) €ERP, =y + .o+ Yy

— zeVect(yr, .. Yp)
D’ou 6 induit un isomorphisme entre Vect(C,...,C)) et Vect(yi,...,yp), et donc

dim Vect(Cy,...,Cp) = dimVect(y1,...,yp)

CQFD °

Remarque: Autrement dit le rang d’une matrice A est égale au rang de n’importe quelle famille de
vecteurs représentés par les colonnes de A

Exemple: En passant par les coordonnées relatives a la base canonique de R3[X], on a
0 0 4
rg (0, X2+ X3 44+ 5X + X2+ X3) =1g

o O O

0 5
11
11

23
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Proposition 21.3.3 Soient ¢ € L(E,F) ot E et F sont deux K-espaces vectoriels munis de bases res-
pectives B et C. En notant M := Matpc(p), on a

19 () = 19 (M)

Démonstration Il suffit d’appliquer ce qui précede a la famille ¢(B). Puisque M = Mat ¢(p(B))

rg (M) =rg (p(B)) = rg ()

Remarque: Autrement dit le rang d’une matrice est égale au rang de n’importe quelle application
linéaire qui la représente.

Proposition 21.3.4 Soit A € M,, ,(K) telle que

0o . *

0 - -0

: : 0

0 -+ --- 0
Alors rg(A) est le nombre de coefficients non nuls de la diagonale. )
Démonstration En notant r la taille du premier bloc on voit que C1, ..., C, est une famille échelonnée
de vecteurs relativement aux r premiers vecteurs ey, ..., e,.de la base canonique donc libre, et on voit que

Cyri1,...,C, sont dans Vect(es,...,e.) = Vect(Ch,...,C,). donc
rg(A) =rg(Ci,,...,Cr,Crya,...,Cp) =1g(Ch,,...,Cp) =1
[ ]

Remarque: On peut généraliser ce résultat au cas ot les 1 de la diagonale sont remplacés par des
coefficients non nuls (quitte & multiplier & gauche par une matrice diagonale a coefficients non nuls)

21.3.2 Methode du Pivot de Gauss

Définition 21.3.2 Soient A € M, ,(K) On appelle opérations élémentaires sur les lignes de A les
opérations suivantes :

1. Echange des lignes i et j : L; < L;
2. Dilatation de la ligne i par un scalaire non nul X : L; — X+ L;

3. Ajout a la ligne i, la ligne j (avec j # i) dilatée d’un rapport A : L; — L; + X - L;

Remarque 21.3.2 Soit A € M,, ,(K)
1. Par échange des lignes i et j de A , on obtient A’ =P(i,j)A ou

1
17
0 1
. .\ def
P(i,j) = In— By — Ejj + Eij + Ej =
21 0
Ti
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2. Par dilatation de la ligne i par un scalaire non nul X, on obtient A’ = D(\,i)A ou

1

D) Y L+ (A - 1B, = Y

1

3. Par ajout a la ligne i, la ligne j (avec j # i) dilatée d’un rapport A, on obtient A" =T (i, A\, j)A ou

1
J
!
1 P
T\ 1, + 2B, =
1

1

Par des opérations inverses on voit que ces matrices sont dans GL ,,(K) et que

P =Plg) D) =D5i) e TGN =Tl -AJ)

Remarque 21.3.3 les opérations analogues sont également possibles sur les colonnes, elles s’ob-
tiennent par multiplication & droite de la matrice de départ par une des matrices de GL,(K) vues
ci-dessus. *

Proposition 21.3.5 une succession finie d’opératons élémentaires d’opérations sur les lignes et colonnes
de la matrice A, ne change pas le rang de A Y

Démonstration Cette succession finie d’opérations élémentaires revient a multiplier a gauche et a droite
la matrice A par des matrices de permutation, dilatation ou transvection qui sont inversibles : donc le
rang est invariant °

Pivot Gauss :—procédure(A)

A = (a;j)1<izn est une matrice de M, ,(K)
1<j<p

Pour j allant de 1 & min(n,p) faire

Si possible Alors
e Faire C; «—— C}, avec k > j afin d’obtenir :

les coefficients a;;,aj4+1,, .. .,an; de C; non tous nuls
. e Faire L; «— L, avec r > j afin d’obtenir aj; # 0 (c’est le pivot)
. sinon : sortir de la boucle.
. Fin du si
L — L

Pour i allant de j + 1 & n faire L; «— L; — a;;L; Fin du Pour

Fin du Pour

Fin de la procédure
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26 CHAPITRE 21. MATRICES

En appliquant cet algorithme & une matrice A, on obtient une matrice de la forme

1 x * | % *
0 *
0 0 1=« *
0

0
0 --- --- 0

Exemple: En appliquant ’algorithme de Gauss a la matrice

oo oo
= =0 O
— = O

on obtient

0 0 4 0 0 4
0 0 5 0 0 5
Lo 11 =%l 101 (Cr = C)
0 1 1 1 0 1
1 0 1
0 0 5
-l 4 (L1 < Ls)
1 0 1
1 0 1
0 0 5
= 1g 0 0 4 (L4<—L4—L1)
0 0 0
1 1 0
0 5 0
=12 04 0 (C2 = C3)
0 0 O
1 1 0
01 0
= Ig 0 4 0 (LQ(_%LQ)
0 0 O
1 1 0
01 0
= 1% 4 0 0 (L3« L3 — 4L5)
0 0 O
= 2

Remarque: En ne pratiquant pas les permutations sur les colonnes, quitte & ne pas modifier les colonnes
sans pivot, on peut obtenir une matrice pseudo-triangulaire

26



21.3. RANG D’UNE MATRICE

27

* . *
0 *

0 . 0 =
0 . 0
0 .o 0

ou
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