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Chapitre 22

Systémes Linéaires et Déterminants

Dans tout ce chapitre on se place dans le corps K qui désigne R ou C.

22.1 Systémes linéaires

22.1.1 Définition et interprétations

Définition 22.1.1 On appelle systéme linéaire & n équations p inconnues <1, . .., Ty tout systéme d’équa-
tions du type.

aj1xy + o0+ apTy, = N
(5) : :
a1 + 0+ GppTp = Yn
ot A 1= (a;5) € My, p(K) (appelée matrice associée) et (yi,...,yn) € K™ sont n constantes fixées (formant
le seconde membre).
Résoudre (S) c’est trouver l'ensemble des p-uplets (z1,...,x,) de K vérifiant (S). 'Y

Dans la suite, sauf mention du contraire (S) désigne le systéme ci-dessus.

Définition 22.1.2 (Rang d’un systéme) On appelle rang du systéme (S) le rang de la matrice asso-
ciée (A) [ )

Définition 22.1.3 (Systéme homogéne associé) On appelle systéme homogéne (Sp) associé a (.5),
le systeme

anry + -+ oapry = 0
(So) : :
an1Ty + -+ apprp, = 0
)
22.1.2 Interprétations
Y1
Remarque 22.1.1 (Interprétation Matricielle) En notant Y = la matrice colonne cano-
Yn
niquement associée au second membre de (S), on a :
Quel que soit (z1,...,2p) € KP (avec X sa matrice colonne associée)
(x1,...,2p) est solution de (S) <= AX =Y
*



O1I91H [2( UIIRIN - Avg "g-[ 99047
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Corollaire 22.1.1 Si rg(S) =p (i.e. A injective) Alors (S) admet au plus une solution

Si rg(S) =n (i.e. A surjective) Alors (S) admet au moins une solution &

Proposition 22.1.2 (Structure de ’ensemble des solutions) [’ensemble des solutions de (S) est
soit vide (on dit alors que le systéme est incompatible) soit un sous-espace affine de la forme

ug + So

ot ug est une solution particuliere et Sy est la direction vectorielle donnée par l’ensemble solution de (Sp)

&

Remarque 22.1.2 (Interprétation au moyen de vecteurs de K") En notant Cy,...,C) les colonnes
Y1

de AetY = € M, 1(K) la matrice colonne associée au second membre :
Yn

(S) admet une solution si et seulement st Y € Vect(Cy,...,Cp) (i.eY est CL de la famille (C1,...,Cp))
Et les solutions sont alors les familles de scalaires de la CL cherchée

P
(x1,...,xp) solution de (S) =Y = Zkak

k=1
*
Corollaire 22.1.3 Si (C1,...,C)) est libre Alors (S) admet au plus une solution
Si (Ch,...,Cp) est génératrice Alors (S) admet au moins une solution &
Remarque 22.1.3 (Interprétation au moyen de formes linéaires sur K?) En notant Lq,...,L,
les lignes de A et w,...,w, les formes linéaires canoniquement associées.
(1,...,2p) est solution de (S) si et seulement si
wl(xl,...,xp) = Y1
wn(T1,...,%p) = UYn
*
Corollaire 22.1.4 S, est l'intersection des n noyauz :
kerwsy, ..., kerw,
En particulier sa dimension et bases sont données par l’étude du noyau de A &

Remarque 22.1.4 (Interprétation au moyen d’applications linéaires de K? dans K") Soit f €
L(KP,K™) canoniquement associée a A.
(x1,...,zp) est solution de (S) si et seulement si f(z1,...,2p) = (Y1,---,Yn) *

Exercice: Montrer que tout sous-espace vectorielde K" (autre que K™) est 'intersection d’au plus n
hyperplans.

C’est le noyau d’un projecteur, donc cf interprétation formes linéaires

22.1.3 Résolutions
22.1.3.1 Cas inversible
Proposition 22.1.5 (Systémes de CRAMER)

le systéeme (S) admet une et une seule solution si et seulement si v =n = p.
On dit alors qu’il s’agit d’un systéme de CRAMER. &
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Démonstration A l'aide de I'interprétation vectorielle : (S) admet une unique solution
si et seulement si (C1,...,C)) est une base de K"
si et seulement si (C4,...,Cp) libre et générateur
si et seulement si rg (C1,...,Cp) =p et rg(Cy,...,Cp) =n
si et seulement sir=n=p °
Proposition 22.1.6 Tout systéme de la forme
1121+ ai®2 -+ GpTn = N1
a22%T2 -+ A2pTp = Y2
A2nTyn = Yn
avec a1y, a92, - . ., Gy tous non nuls, est un systéme de CRAMER. &

Démonstration la matrice associée étant triangulaire supérieure a diagonale non nulle, il est claire que

ce systéme est de CRAMER.

Dans la pratique on trouve la valeur successivement et de proche en proche de xz,,, puis de x,,_1,...., puis

enfin de x;

Exercice: Résoudre

r1—3r3 = U
To —4x3 = W
I3 = w

Proposition 22.1.7 Deux systémes sont équivalents lorsque l’on permute deuz lignes (L, «— L;), que
Uon dilate une ligne (L; «<— AL;) par un facteur non nul ou lorsque l'on ajoute & une ligne le multiple

d’une autre (L; «— L; + AL;)

Proposition 22.1.8

&

Par application algorithme de Gauss, ne faisant que des opérations élémentaires sur les lignes, on trouve :

Tout systéeme de CRAMER est équivalent a un systéme de CRAMER triangulaire.

Exercice: Appliquer le pivot de Gauss au systéme

T1 =3T3 = U1
4r1 — 322 = Yo
ro+4x3 = Y3

Proposition 22.1.9 Soit A = (a;j)1<i,j<n une matrice carrée de M, (K).
o A est inversible si et seulement si
Quel que soit (y1,...,yn) € K™ le systéme

annry + o0+ Qe®Tn = U1
(S) : :
an1T1 + 0+ GpnTn = Yn
admet une unique solution (z1,...,x,) € KP
e Dans le cas inversible, l'unique solution (x1,...,x,) s’écrit
T = buyi + -+ bia¥n
(Sinv) : : . :

ot A™! = (bij)1<ij<n

Démonstration Soit f canoniquement associé a A

A inversible <= f inversible
= Y(y,...,yn) €K®, Ia1,...,zp) €K flz1,...,2p) = (Y1, Yn)
< Y(y1,...,Yn) € K7, (S) admet une unique solution (z1,...,z,) € K?
5

&

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Dans le cas inversible :

Y
Soit Y = quelconque.
Yn
x1
On a alors quel que soit X = : ,on a
Ty

X =AY <= Y = AX <= (21,...,1,) est (I'unique) solution de (S)

Remarque: En d’autres termes calculer I'inverse d’une matrice revient a résoudre le systéme linéaire
associé & AX =Y et réciproquement.

Exercice: Calculer P~1 avec

1 0 -3
P=14 -3 0
0 1 4

22.1.3.2 Cas général

On note r le rang de (5)

Par application du Pivot de Gauss on obtient un systéme équivalent (quitte & opérer une permutation

sur I'ordre des inconnues que 'on note a l'arrivée (x;,,...,2;,))
i, +biawy, e +b1,T5, +b1, 4174, s +b1pwi, =
Ty b1, T 1T +br_1pTi, = 2Zp—1
T, +br,r+l~r’i,‘+| to +br‘p-7/"i,,) = Zr
=  Zr+1
= Zn
e Casour =n.
(S) admet des solutions qui sont paramétrées par les p — r derniéres inconnues
e Cas ou r = p.
x (S) n’admet aucune solutions au cas ot I'une des derniéres équations de compatibilités échoue.
* (S) admet une seule solution lorsque les derniéres équations sont compatibles, il s’agit alors de
résoudre un systéme de CRAMER triangulaire.
eCasour<netr<p
* (S) n’admet aucune solution au cas ot I'une des derniéres équations de compatibilités échoue.
* (S) admet des solutions paramétrées par les p — r derniéres inconnues lorsque les derniéres

équations sont compatibles

22.2 Déterminants d’ordre 2 ou 3

Dans toute la suite E désigne un K-espace vectoriel de dimension n avec n =2 oun =3

Définition 22.2.1 Soit ¢ : E™ — K

e On dit que ¢ est une forme multilinéaire (bilinéaire dans le cas n = 2, trilinéaire dans le cas n = 3)
lorsqu’elle linéaire par rapport a chacune de ses composantes :

Vie[[l,n]], V(Il,...7l‘i_1,xi+1,...,$n)EEn717 (p(lﬂl,...,xi_l,’,IH_l,...,.Tn)GE(E,K)
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e On dit que ¢ est alternée lorsqu’elle s’annule quand deux de ses composantes sont les mémes
V(i,5) € [L,n]?, Y(21,...,2,) € E" (zi=m; et i#3j) = @(x1,...,3,)=0
e On dit que @ est antisymétrique lorsqu’elle change de signe par permutation de deux de ses compo-

santes
V@i, /) € [1,n]", Y(z1,...,2,) € E™,

14§ = p(z1,..., T ey x; cenyTp) = —p(z1, ..., x; e x;
~ ~~~ ~~ ~
i—emeposition j—eme position i—emeposition Jj—eme position

[ )

Exercice: Soit ¢ : B — K multilinéaire, montrer que

@ alternée <= @ antisymétrique

22.2.1 Cas de la dimension 2

On munit F d’une base B := (e, e2)

Définition 22.2.2
On appelle déterminant relativement & la base B la forme bilinéaire alternée sur E définie par :
Pour tout uy,us dans E dont la décomposition relativement a B est u; = x1e1 +y1e2 et ug = xoe1 +yoe2,

xrry X2

detp(uy,us) = I

= T1Y2 — T2Y1

)

Démonstration Pour u; = z1e1 + y1e2, 1) = xie1 + ylea et ug = zaeq + yoea, et A, u deux scalaires

1 X1
detp(ui,ur) = =0
B(u1,u1) S
Dot le caractére alternée (c’est a dire antisymétrique)
detg(Auy + pul, ug) = Azy +pry = 1ot +u Ty o = Adetg(u1,us)+ pdets(u), us)
v Ayt + Yt Y2 YioY2 Yioye ’ v

D’ou le caractére linéaire par rapport & la premiére composante.
La linéarité par rapport aux autres composantes se démontre de fagon analogue (ou encore en invoquant
le caractére antisymétrique) °

Exemple: En notant B := (1, X) la base canonique de £ := R;[X], on a
detp(1,2X +2) =2

Remarque 22.2.1 detp vérifie

e detp(er,en) =1

eVue FE, detg(u,u)=0

o V(u,v) € E%, detg(v,u) = —detp(u,v)

o V(u,v) € E% VA €K, detp(u, u + Av) = detp(u, v)

i.e. le déterminant de la base vaut 1, et c¢’est une application alternée et (donc antisymétrique), enfin
en ne change pas un déterminant en ajoutant & l’'un des vecteurs un multiple de l’autre. *

N
Remarque: En notant 6 I'isomorphisme entre F et P caractérisé par

—

Bler) =i et Blex) =]

ridiard
ty ]

) est une b.o.n.d. de P
V(u,v) € E?,  detp(u,v) = Det (0(u),0(v))

on (7,

-
v,

ot Det est le déterminant du plan P relatif a la bond (i,7)

C s X))

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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Proposition 22.2.1 Soit ¢ : E?> — K bilinéaire alternée on a alors
v = (e, eq) - detp
)

Démonstration Soient u;, us dans E, avec les notations habituelles on a en développant par multilinéa-
rité,
p(ur,uz) = @(x1e1 +yiea, T2e1 + Yaez)
= mxap(er, er) + z1y2e(er, e2)
+yzap(ez, e1) + y1y2p(ea; €2)

Or par le caractére alterné (i.e. antisymétrique)
pler,e2) = —p(ez,e1) et pler,e1) = p(e2,e2) =0

Et donc
@(u1,uz) = (T1y2 — T291) - p(e1, €2)

Remarque: En d’autres termes detg est 'unique forme bilinéaire alternée dont 'image de B est 1
Corollaire 22.2.2 Si C est une autre base de E.

dete = detc(eq, e2) - detp

22.2.2 Cas de la dimension 3
On munit E d’une base B := (e, e, €3)

Définition 22.2.3
On appelle déterminant relativement & la base B la forme trilinéaire alternée sur E définie par :
Pour tout uy,us,us dans E dont la décomposition relativement a B est :
Ul = x1€e1 + Yre2 + 2163, Uz = Toe1 + Yoo + 20e3 et uz = x3e1 + yzes + z3es,
ry T2 T3
detp(ui,ug,uz) = | y1 Y2 Y3 | = T1Yazz + Tay3z1 + T3Y122 — T1Y322 — T2Y123 — T3Y221

Z1 k2 Z3

)

Démonstration Pour u; = z1e1 + yies + z1e3, uf = xher + ylea + zles, us = xae1 + yaea + 20€3 et
uz = x3e1 + yseo + zzes, et A, u deux scalaires

Ty T1 T3
detp(ui,ui,uz) =| y1 1 ys [=0
21 21 23
De facon analogue on montre que ans tous les cas : deux composantes identiques annulent le déterminant.
D’ou le caractére alternée (c’est a dire antisymétrique)

Azy + px] o x3 1 X9 T3 xy w3
detp(Auy 4 puy, ug,uz) = | Aypn+pyy y2 ys | =X y1 y2 s |+l v Y2 s
Azy + pzy za 23 z1 z9 23 2] 22 23

= Adetg(u1,uz, u3) + pdets(uy, us, us)

D’ou le caractére linéaire par rapport a la premiére composante.
La linéarité par rapport aux autres composantes se démontre de fagcon analogue (ou encore en invoquant
le caractére antisymétrique) °
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Exemple: En notant B := (1, X, X?) la base canonique de F := Ry[X], on a

dets(1,2X +2,3X%+7X +5) =6

Remarque 22.2.2 detg vérifie

o detp(er,ea,e3) =1

evVu e E, detg(u,u,v)=detp(u,v,u) =detg(v,u,u) =0

o V(u,v,w) € B3, detg(v,u,w) = —detg(u,v,w)... et analogues

o V(u,v,w) € B3, V(\, ) € K2, detg(u, v, w + Au + pv) = detp(u, v, w)... et analogues

i.e. le déterminant de la base vaut 1, et c’est une application alternée et (donc antisymétrique), enfin
en ne change pas un déterminant en ajoutant & l'un des vecteurs une CL des autres. *

—

et 9(63) =k

N
Remarque: En notant 6 I'isomorphisme entre F et £ caractérisé par
— —
¢ J

O(e1) = O(e2) =

— — —
ou (i, j,k)estuneb.ond. de &

)

Y(u,v,w) € B3, detg(u,v,w) = Det (6(u),d(v),(w))

— — = —
ot Det est le déterminant de & relatif a la b.on.d. (i, 5, k)

Proposition 22.2.3 Soit ¢ : E*> — K trilinéaire alternée on a alors
¢ = p(e1,e2,¢e3) - detp

&

Démonstration Soient u1,us, us dans F, avec les notations habituelles on a en développant par multi-
linéarité, et ne gardant que les termes faisant intervenir les trois vecteurs de la base B

@ (w1e1 + yre2 + z1€3, Tae1 + Y€z + 2263, T3€1 + Y3ez + 23€3)
= myazzp(er, ez, e3) + z112y30(es, e1, €2) + y1zox30(€2, €3, €1)
+r122y30(e1, €3, €2) + Y1w2230(€2, €1, €3) + 21Y22300(€E3, €2, €1)

(P(Ula uz, u3)

Or par le caractére alterné (i.e. antisymétrique)
ple1, e2,e3) = p(es, €1, e2) = p(ea, €3, €1)

80(61363162) = 80(62761363) = (p<€3762761) = _80(61762;63)

Et donc

o(u1,u2,u3) = (T1Y223 + T2ysz1 + T3y122 — T1Y322 — TaY123 — T3Y221) - p(€1, €2, €3)

Remarque: En d’autres termes detg est 'unique forme trilinéaire alternée dont I'image de B est 1
Corollaire 22.2.4 Si C est une autre base de E.

dete = detc(eq, €2, e3) - detp

22.2.3 Applications

On munit E d’une base B := (eq,...,e,) (rappelons que la dimension n est 2 ou 3)

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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22.2.3.1 Déterminant et Bases

Proposition 22.2.5 Soit C = (uy,...,u,) une famille de n vecteurs de E, on a
C est une base <= detg(uy,...,u,) #0

Démonstration

o —>,

Si C est une base on a
dete = dete(eq,. .., e,) - detg

En particulier
1 =dete(ur,...,u,) =dete(er, ..., e,) - detg(ug, ..., u,)

D’ou
detg(uy,...,u,) #0
o <—.
Supposons que C = (uy,...,u,) ne soit pas une base, on en déduit que C est lice’.

On peut donc trouver un vecteur de C, qui est CL des autres, mettons :
Uk = Z /\jUj
J#k
avec k € [1,n] et (A\j);jzx € K7L
D’ou puisque ajouter a un vecteur une CL des autres ne change pas le déterminant on a :
detg(uy, ..., ug,...,uy) = detp(uy,...,u; — Z Ajljy .o Un) =0
J#k
0

En effet par multilinéarité le déterminant s’annule dés que I'une de ses composantes est nulle.
Ceci prouve l'implication voulue par contraposée.

Définition 22.2.4 . On se place ici dans le cas ot K = R.
— —
Orienter lespace E (P lorsque n =2, £ lorsque n = 3) c’est choisir une base de référence

By = (e1,...,¢en)

Toute base B est dite alors
e directe : lorsque detp,(B) >0
e indirecte : lorsque detp,(B) <0

Remarque: d’apreés la proposition précédente toute base est soit directe, soit indirecte.

N
Exemple: Soit £ orientée par By = (e1,eq,e3) :

e BBy est directe, et il en va de méme pour (es,eq,ea) et (e2,€e3,€1)
e (e1,e3,€9), (e3,e2,e1) et (ea, eq,e3) sont des bases indirectes.

Remarque 22.2.3 Soit E orienté par By, notons (E,By).

e pour Cq une base directe de (E,By) on a quelle que soit la base F

Fest directe dans (E,Bg) <= Fest directe dans (E,Cq)

e pour C; une base indirecte de (E,Bg) on a quelle que soit la base F

Fest directe dans (E,Bg) <= Fest indirecte dans (E,C;)

ldans le cas contraire on aurait une famille libre de dim E vecteurs : c’est & dire une base

10
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Démonstration
detp, (F) = detg, (C) x dete(F)

donc
detp, (F) et dete(F) de méme signe <= detp,(C) > 0 <= C est directe dans (E, By)

Remarque: Orienter E (5} lorsque n = 2, ? lorsque n = 3), ¢’est donc choisir parmi les deux catégories
de bases possibles, celle qui sera la catégorie des bases directes.

FE n’a que deux orientations possibles :

Changer B, en une autre base directe ne change pas l'orientation.

Changer B, en une autre base indirecte change 'orientation.

22.2.3.2 Déterminant et Endomorphismes

Définition 22.2.5 Soit f € L(E) on appelle det(f) le scalaire vérifiant

det(f) < dets(f(er), ..., f(en))

ce scalaire est indépendant du choizx de la base. 'y
Preuve Soit C = (uq,...,u,) une autre base de E.
On pose ¢ : (x1,...,2,) — detg(f(z1),..., f(z,)), ¢ est une forme n-linéaire alternée, d’ou

o =p(u,...,u,) - dete
En particulier
(x)  dets(f(er), ..., f(en)) = detn(f(ur),. .., f(un)) - dete(er, ..., en)
Or dete = dete(eq, ..., en) - detg, en particulier
(5)  dete(f(un),. .., f(un)) = dete(er, ., en) - detu(£(ur), -, Fun))

D’ou en comparant (%) et (xx), on trouve

detp(f(e1),..., f(en)) =dete(f(ur), ..., f(un))

o
Remarque 22.2.4
o det(Idg) =1
o Vfe L(E), VAeK, det(Af)=N"det(f) *
Proposition 22.2.6 Soit f € L(F)
YV(z1,...,x,) € E", detg(f(z1),...,f(zn)) = det(f) - detp(xq,...,2,)
&
Preuve On pose ¢ : (x1,...,2,) — detg(f(x1),..., f(xn)), ¢ est une forme n-linéaire alternée, d’ou
p=p(er,...,e,)-detg
o
Proposition 22.2.7 Soient f,g dans L(E), on a alors
det(g o f) = det(g) x det(f)
&

11
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Démonstration

det(go f) = detp(go f(e1),...,g0 fen)) =detn(g(f(e1)),..-,9(f(en))) = det(g) x detg(f(e1),..., flen))
det(f)

Proposition 22.2.8 (Caractérisation des automorphisme) Soit f € L(E)
f e Aut(E) < det(f) #0

Par ailleurs lorsque f € Aut(E), on a

Démonstration
o —>,
Supposons f € Aut (E), f admet donc une réciproque f~1 et vérifie

foft=1Idg
D’out en passant au déterminant
det(f) x det(f~1) =det(f o f1) =det(Idg) =1
Ce qui prouve d’une part que det(f) # 0, et ce qui donne d’autre part la formule :

1

det(f™) = det f

det(f)?éo - detB(f(el)v"wf(en))?éO

= (f(e1),-.., f(en)) est une base

- rg(f(el)a'--af(eﬂ)):n
= f € Aut (E)

22.2.3.3 Déterminant et Matrices

Définition 22.2.6 Soit A € M, (K) et ¢ € L(K™) canoniquement associé & A, on définit alors

det(A)  det(g)

Proposition 22.2.9 Soit A € M, (K).
En notant C1,...,C, les colonnes de A et By la base canonique de K™, on a

det A = detg, (C1,...,Cp)

Démonstration Avec les notations ci-dessus
det A = det(¢) = detg, (d(e1), ..., d(en)) = detg, (Cy,...,Ch)

ou BO = (61,...7€n) °

12
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Corollaire 22.2.10

aix a2 ais ailr a2 ai3
ail a2 _ | G111 a12 _
det = et det 21 Q22 423 = ag1 Q22 a23
az1 @22 a1 @22
azi1 asz ass azi asz2 ass

&

Remarque: En particulier les régles de calcul : développement selon une ligne, développement selon
une colonne, régle de Sarrus... s’appliquent

Exercice: Si A est triangulaire, Alors det A est égal au produit des coefficients diagonaux

Remarque: Toute matrice de transvection est de déterminant 1

Proposition 22.2.11 Soit f € L(E) et A= Matg(f) sa matrice relative & la base B, on a alors
det(f) = det(A)

&
Preuve En notant C, . .., C, les colonnes de A := Mat 5(f), i.e. les matrices colonnes dont les coefficients
sont les coordonnées de f(e1),..., f(e,) relativement & B, on trouve
det(f) = dets(f(e1), -, f(ea) = |C1 -+ Cu| = det(A)
[}
Remarque: Cette derniére identité est indépendante du choix de la base
Proposition 22.2.12 Pour A et B dans M, (K), on a
det(AB) = det(A) x det(B)
&

Preuve Soient f, g canoniquement associés a A, B

det(AB) = det(f o g) = det(f) x det(g) = det(A) x det(B)

Remarque: Agir par transvections sur les lignes ou les colonnes, ne change pas le déterminant.
Ainsi avant de se lancer dans un calcul complexe de déterminant il est plus que souhaitable de simplifier
le déterminant par des transvections qui annulent le plus grand nombre de coefficients

Preuve agir par transvections sur une matrice A, ¢’est multiplier celle-ci par des matrices de transvections
P17~-~7Pp7Q17~-~;Qqa or

det(Py -+ Py AQ: -+ Qq) = det(Py) - - det(P,) - det(A) - det(Q1) - - - det(Qq) = det(A)

Exemple:
3 2 3 1 2 3
4 3 5 = 1 3 5 C1 — C1 — (s
2 2 5 0 2 5
1 2 3
= 01 2 Lo +— Ly — Ly
0 2 5
1 2 3
0 0 1
= 1
13
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14 CHAPITRE 22. SYSTEMES LINEAIRES ET DETERMINANTS

Proposition 22.2.13 (Caractérisation du Groupe linéaire) Soit A € M,,(K)
A€ GL,(K) < det(4) #0

Par ailleurs lorsque A € GL,,(K), on a

_ 1
T det A

det(A™1)

Démonstration Soit ¢ canoniquement associé a A
A€ GL,(K) <= ¢ € Aut (K") <= det(¢) # 0 <= det(A) #0

Et dans le cas inversible, puisque A~! est canoniquement associé a ¢!

1 1
~det¢p  detA

det(A™1) = det(¢p™1)

22.2.3.4 Déterminant et Systémes

Définition 22.2.7 Soit (S) un systéme a n équations et n inconnues, et A la matrice associée. on appelle
déterminant de (S), le déterminant de la matrice A :

det S def det A

Proposition 22.2.14
(S) est de CRAMER <> det S # 0

Démonstration
(S) est de CRAMER <= A € GL ,,(K) < det(A4) # 0 <= det S £ 0

Proposition 22.2.15 (formules de CRAMER) Soit AX =Y Uinterprétation matricielle d’un sys-
teme de CRAMER de matrice A et de second membre Y et d’inconnue

z1
X:

Tn

les coefficients de X sont alors donnés par les formules de CRAMER

det A,L
Vi € [1,n], T; =
[t,n] ' det A
ot, pour tout i € [1,n], A; est la matrice A ou l'on a remplacé la colonne C; par'Y &
Démonstration Preuve similaire & celle faite dans les chapitres Géométries °
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