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Chapitre 23

Espaces Euclidiens et Géométrie
Euclidienne

Dans ce chapitre F désigne un R-espace vectoriel de dimension n (avec n = 2 ou n = 3)

23.1 Préambule

Soit By = (eq, ..., epn) une base de E.

Pour tout © = x1e7 +--- + xpe, et y = y1e1 + - - - + yne, deux vecteurs de E et leurs décompositions
relatives & F, on pose :

lapplication (- | -) dépend bien évidemment du choix de la base By

Définition 23.1.1 application (- | -) définie sur E & valeurs réelles
e est une forme bilinéaire :

@ vewmer vomer, (VI TSI

e symétrique
(o) Vzy) e B (z]y)=(y|x)
e définie positive
( x %) Ve € E, (x]z)>0<=x#0
i.e.

(x % %)bis Ve E, (x]z)>0 et VreE, (z|lz)=0<2=0

On résume ces propriétés en disant que (- | -) est un produit scalaire sur E, et que E, muni de ce
produit scalaire est un espace euclidien '

Exemple: R™ peut étre muni de sa structure euclidienne canonique
((xl,...,xn) | (yl,...,yn)> =x1y1 + -+ TpYn

Définition 23.1.2 Du produit scalaire (- | -) on en déduit (par positivité de ce dernier) l’application
norme || - || définie par
I-II:E— R

[
o est positive :  YVfeC(I), |fll2>0
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4 CHAPITRE 23. ESPACES EUCLIDIENS ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

e cst définie : VfeC(I), |flla=0<=f=0
e est homogéne : VA eR, VfeC(), |[IX-flla=|M"Ifl-
e vérifie l'inégalité triangulaire : Y(f,g) € C(I)?, ||f +gl2 < |Ifll2 + llgll2

[
Proposition 23.1.1 Pour u et v quelconque dans E
lutol? = Jlul?+2(ulv) + ol
lu—ol? = Jul?—2(ulv) + o]
(utvlu—v) = [uf* o]
1
(up) = 7 (w40 ]* = [lu = o][?)
2([[ull® + ll1?) = fu+ol* + [Ju—of?
L
Exercice: Montrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz
V(z,y) € B2 (x| )l < ] -yl
- -

¥ Dans toute la suite on considére E espace Euclidien muni de son produit scalaire (- | -) %*®

Définition 23.1.3 Soit C = (u1,...,u,) une famille de vecteurs E.
On dit que C est orthogonale lorsque

V(i,j) € [Lpl?, i#j= (ui|u;)=0
On dit que C est orthonormale lorsque

V(i) € [Lp]%  (ui |uy) =6

[
Proposition 23.1.2 Si F est une famille orthogonale de n vecteurs tous non nuls de E (en particulier
si F est orthonormale), Alors F est une base orthogonale de E &
Démonstration On note F := (e1,...,€ep).
Soit A1, ..., A, n scalaires tels que

Aer+ -+ e, =0

Par produit scalaire on trouve pour tout i € [1, n]

(ei ‘ Z)\kek) = 0
k=1

i.e. par bilinéarité
n
D Aleiler) =0
k=1 g
Oik
D’ou A;(e; | e;) = 0 or par le caractére défini positif (e; | e;) # 0 puisque e; # 0, conclusion \; = 0.
Ainsi F est une famille libre de n = dim F vecteurs de F, c’est donc une base. )

Proposition 23.1.3 Pour x = x1€1 + ...+ Tp€, ety = y1€1 + ... + Yn€n deux vecteurs et leurs décom-
position relatives a une base orthonormale

(zy) =21y +... +apyn = XY
ot X = Matp(zx) et Y = Matg(y) )

Exercice: le prouver
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23.2 Automorphismes orthogonaux du plan et de ’espace

23.2.1 Généralités

Définition 23.2.1 (Automorphisme Orthogonal) Soit ¢ € L(E), on dit que ¢ est un automor-
phisme orthogonal lorsque ¢ est un automorphisme de E qui conserve le produit scalaire :

V(z,y) € B, (¢(z)|e(y) = (= |y)

On note O(E) ’ensemble des automorphismes orthogonauz de E [ )

Proposition 23.2.1 Soit ¢ : E — E une application (non nécessairement linéaire, ni forcément bijec-
tive)

On a les assertions équivalentes suivantes

(i) ¢ € AE)

(i) ¢ € L(E) et ¢ conserve le produit scalaire :

V(z,y) € B, (¢(z) | o(y) = (= |y)

(ii)) p € L(E) et ¢ conserve la norme :

Ve e E, |lp@)] = |l

&

Démonstration

Pour z quelconque dans FE

le(@) | = V() [ ¢(2)) = V(= [ 2) = |||
Pour z,y dans E quelconques
1 2 2 1 2 2
(p(@) W) = 7 (le@) +eW)* = llo(z) = eW)I*) = 7 (le(@+ I = llelz = )I7)
Et donc puisque ¢ conserve la norme
1 2 2
(@) o) = 7 (e +ylP* = llz —yl*) = @[ )
Soit & dans E quelconque, par conservatoin du p.s. et d’aprés le caractére défini positif, on a
rekerp <= p(z) =0<= (p(z) | p(x)) =0<=(z|2)=0<=2=0
Et donc ker ¢ = {0}, i.e. ¢ est un endomorphisme injectif de E. Or E est de dimension finie, donc
f € Aut (F)

[}

Exercice: Montrer que ces trois assertions équivalent a

(#i)bis ¢ conserve le produit scalaire
i.e.
(i)bis  Y(z,y) € B, (p(@) | ¢(y)) = (| y)
Proposition 23.2.2 (((E),o) est un sous-groupe de (Aut(E),o) &

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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6 CHAPITRE 23. ESPACES EUCLIDIENS ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Démonstration
o Idp € (E)
e pour f, g quelconques dans O(E), on a go f € L(F) et

V(@,y) € %, (g0 f(x)|gof(y) = (9(f(2)) | g(f®) = (f(2) | () = (=] )

Dot go f € (E)
e pour f quelconques dans O(E), on a f~1 € L(E) et

V(w,y) € B2, (f7' () [ f7 W) = (FUFH@) [ F(F W) = (2 [ y)
Dou f~! € OE) .

Proposition 23.2.3 Soit ¢ € L(E).
@ est un automorphisme orthogonal si et seulement si l’image d’une (resp. de toute) base orthonormale
est une base orthonormale. &

Démonstration
e Si f € O(E), alors par isomorphisme quelle que soit B = (€1, ...,€,) base orthonormale de F

V(i j) € [La]®,  (fa), fle;) = (eie5) = 0

Donc (f(B)) est une famille orthonormale de n vecteurs de E, c’est donc une base orthonormale de E
e Soit B une base orthonormale de E et f € L(E) telle que f(B) soit orthonormale.
Pour z = x161 4+ ... + zpe, et y = y1e1 + ... 4+ yp€, deux vecteurs et leurs décomposition relatives a B

(f(x) \ f(y)) = ;wzf(ﬁz) | ;yjf(ej) = 1S§Sn$i% ( €; (J r.f 63 Z»Tkyk = SU | y

Définition 23.2.2 (Matrices Orthogonales) Soit M € M, (R), on dit que M est une matrice ortho-
gonale lorsque son application canoniquement associée p est un autorphisme orthogonal dans R™ muni
de sa structure euclidienne canonique.

On note O(n) l’ensemble des matrices orthogonales

M € On) < ¢ € OR")
[ )

Corollaire 23.2.4 M € O(n) si et seulement si les colonnes de M forment une famille (resp. base)
orthonormale &

Exercice: Montrer que pour tout M € M, (R)
M e On) < "MM =1, < MecGL,R) et M '="'M

Corollaire 23.2.5 O(n) est un sous-groupe de GL,(R) &

Proposition 23.2.6 Soit f € L(E) et B une base orthonormale de E.

[ € AE) <= Matp(f) € On)

Démonstration On note By = (€1, ..., €,) base canonique de R™ et B = (ey1,...,e,) et

Mat 5(f) = (Cy ...Cp)

On a
fedE) < V(,j)el,n]? (fle:)]| flej)) = di
— V(Za]) € [[1771]}23 tCiCj - 5ij
= V(7)€ [Ln]* (Ci|Cjrn = b
< Matg(f) € On)
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Proposition 23.2.7 Soit M € O(n) (resp. f € AE)), on a
|det M| =1 (resp; |det f|=1)
&

Définition 23.2.3 Puisque det f = det Matg(f) il et que f € OE) <= Matp(f) € On) pour B b.o.n.,
il suffit de faire la preuve pour les matrices, or

1 = det(I,) = det('MM) = det(‘M) - det(M) = det(M)?
[y

Définition 23.2.4 On note SO(n) (resp. SO(E)) le groupe de spécial orthogonal d’ordre n (resp. de E)
défini par

MeSOn)<= MecOn) e detM=1 (resp. fe€SO(E)<= feOE) et detf=1)
)

Démonstration C’est le noyau du morphisme de groupes

: (0(n),0) — (R*,x)
A — det A

Définition 23.2.5 SO(E) est appelé le groupe des rotations de E [

Proposition 23.2.8 Soit B une base orthonormale f € L(E)
f € SO(FE) < Matg(f) € SO(n)

Démonstration On sait déja que f € O(F) <= Mat g(f) € O(n).
feESOE)—= feOE) et det(f)=1<= Matg(f) € An) et detMatp(f)=1<= Matg(f) € SO(n)

Proposition 23.2.9 Soient B une base orthonormale (resp. B une base orthonormale directe) et
F une famille de n vecteurs

F  est une b.o.n. <= Matg(F) € O(n)
(resp. F  est une b.on.d. < Matg(F) € SO(n))

Démonstration En notant f : E — F tel que f(B) = F
F est une b.o.n < f € OE) < Mat z(f) = Mat g(F) € On)
donc
F est une b.o.n.d < Matg(F) € On) et detMatg(F)>0<= Matg(F)ec On) et detMatp(F)=1

23.2.2 Automorphismes orthogonaux du plan

Dans cette section On suppose dim F = 2.
E est un plan euclidien orienté par une base By, on notera Det le déterminant relatif By, c’est a dire le

déterminant relatif & toute b.o.n.d.
En effet :
VBb.o.n.d. Det = detp, = detg,(B) - dets

=1

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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23.2.2.1 Rotations

Proposition 23.2.10
SO(2) ={R(0) |6ecR}

R(0) == < cos —sinf )

ot pour tout 8 € R, on a posé

sinf  cosf

Démonstration Si M € SO(2)) avec M = < Z Ccl )

e Puisque M € ()2), les colonnes de M forment une base orthonormale c’est & dire

(Cl ‘ Cl) =1 0,2 + b2
(CQ ‘ CQ) = 1 = 02 + d2
(C1]Cy) = 0 ac+ bd

1
1
0

Donc puisque d’aprés les deux premiéres équations |a + ib| = 1 et |d + ic| = 1, on peut écrire

a=cosf, b=sinf et c=sina, d = cosa

avec «, # dans R On en déduit d’aprés la troisiéme équation

cosfsina + cosasinf = sin(a +60) =0

ie. 0 +a=0][n]
x ler Cas : « = —0[27] Alors M = R(6)
* 2eme Cas : o« = —0 + 7 + [27] Alors M = S(6)

Or puisque M € SO(2), on a det M = 1, et donc puisque edet S(#) = —1, on en déduit

M = R(6)

Réciproquement on a de fagon évidente (par les mémes calculs que ci-dessus sur les colonnes et le

déterminant)

V8 e R, R(F) € SO(2)

Remarque 23.2.1 On a montré que les matrices M de O(2), s’écrivent sous la forme

M =R(#) ou M=S()

ce qui prouve que det(M) € {1, —1}, pour M € O(2)

Remarque 23.2.2 § — R(0) est un morphisme de groupes entre (R,+) et (SO(2), X)

En particulier :

V(0,0) €R?* R(ORO)=RO+6) e VIR, R(O) = R(-0)

Corollaire 23.2.11 (SO(2), x) est un sous-groupe abélien de (O(2), X).

*

&

Proposition 23.2.12 Soit f € SO(E), on peut trouver un réel 0 (unique modulo 27 ) tel que pour toute

base orthonormée directe B, on a

Mat 5(f) = R(0)
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Démonstration
RO)=R(0) = 0=0[27]

D’ou "unicité modulo 27

Montrons 'existence. Soient B et B’ deux bases orthonormales directes de E, on a d’aprés la caracté-
risation de SO(2)

Mat 5(f) € SO(2) donc Mat g(f) = R(6) avec 0 € R
Or P:= P(B,B’') = Mat g(B’) € SO(2). Donc par commutativité de SO(2)

Mat g/ (f) = P"'R(0)P = PP"'R(#) = R(6)

Définition 23.2.6 En reprenant les notations ci-dessus. 0 (défini modulo 2m) est ce qu’on appelle la
mesure de l’angle de la rotation f [

Proposition 23.2.13 Soit r une rotation et 0 € R Alors quel que soit a vecteur unitaire

cosf = (a | u(a)) et sin@ = Det(a,u(a))

Démonstration.
On compléte a en une b.o.n.d B = (a,b) R(#) est la matrice de r relative a la b.o.n.d B.

(a | u(a)) = (a | cosfa + sin Ob) = ||al|* cos§ = cos
Det(a,u(a)) = Det(a, cosBa + sin 6b) = sinDet(a,b) = sin 6
[ ]

Exemple: Déterminons la matrice et ’angle de la rotation de P canonique relative & la base canonique
(i,7) de la rotation r telle que

I’angle 6 est caractérisé par

i+j 1 . o 1+
= — et sin @ = Det (i, r(¢)) = Det(4,
== (i.7(0)) = Det(

On en déduit que 6§ = 7 [27], et la matrice relative & (4, ) est donc
vz (1 -
2 1 1

Définition 23.2.7 Siu et v sont deux vecteurs non nuls on dit (u,v) = 6 est la mesure d’angle orientée
entre u et v lorsque

cosf = (i|r()=(i]

v u
—— = Rotg(—)
[[]l [
Ou Rotg est la rotation d’angle 6 '
Exercice: Montrer que pour B := (e, ez) et B’ := (e}, ¢e}) deux b.on.d. de E, on a les formules de

changement de coordonnées entre les anciennes (z,y) relatives a B et les nouvelles (2/,y’) relatives & B’

{m’ = xcosf+ysind ot {x x' cosf — y' sinf

y = —xsinf+ ycosh y = a'sinf+y cosb

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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23.2.2.2 Réflexions, symeétries

Définition 23.2.8 On dit que s est symétrie orthogonale lorsque
se OE) et sos=1Idg

c’est la symétrie orthogonale par rapport a F := ker(s — Idg). Dans le cas ou F' est une droite vectorielle
(i.e s nest pas la symétrie triviale Idg ), on dit que s est la réflexion par rapport & F [

Exemple: —Id est une symétrie orthogonale, mais n’est pas une réflexion

Remarque: F est ensemble des invariants de s, noté parfois Inv(s). En notant G = ker(s + Idg),
on a
E=F&G e Y(z,y) e FxXG, (xz|y)=0
————

zly
Dans le cas de la réflexion en notant F' = Ru on a G = Rov avec v_Lu, et on note G = (Ru)t = F* et

F =G+

Proposition 23.2.14 Soit B = (e1,¢€2) une b.o.n. de E, a € R et g défini par

Mats(g) = <

COoS (v sin o
sinae —cosa

S(a)

Alors g est la réflexion par rapport & la droite vectorielle dirigée par

[0 e
COS —€1 + SIn —€2

2 2
L)
Démonstration On a par un calcul immédiat
Mat 5(9%) = I et Matg(g) € O2)
g est donc une symétrie orthogonale.
Dans le cas ou o = 0[n] le résultat est évident. Dans le cas contraire cherchons les invariants de g.
Soit u = xe; + yeo un vecteur de F et sa décomposition
cosa  sina T\ (= (cosa— 1)z +sinay = 0
u € Inv(g) < sin o —cosa>< Yy >< y) { (sinaz — (14+cosa)y = 0
2sin(%) - [ —sin($)z + cos(%)y] = e a, r cos(§
u € Inv(g) < { 2cos(2) - [sin(2)z — cos(2)y] = 0 = 51n(§)x COS(§)y =0 y sin(d
Donc
o .« o
u € Inv(g) <= u et cos 5€1 + sin 5€2 colinéaires
D’out Inv(g) = R(cos €1 + sin Gea) °
Proposition 23.2.15 O(E) \ SO(E) est l’ensemble des réflexions &

Démonstration Soit s une réflexion, la réflexion par rapport a la droite dirigée par u avec u unitaire

1o > D’ou dets = —1, or s € O(E),

que l'on compléte, en une b.o.n. B := (u,v). On a Mat g = < 0 -1

donc les réflexions sont dans (E) \ SO(E).

Réciproquement soit g € O(E) \ SO(FE), on a dans une b.o.n. By

CcoS & sin o
sinae  —cosa

Mat 5,(g) = (

10
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avec a € R, c¢’est donc une réflexion °

—
Exemple: Déterminons la la réflexion de P dont la matrice est

A:?(} —11>

c’est bien une symétrie orthogonale puisque A% = I, et

(Cl|02):0 (Cl‘Cl):l et (02|02):1

Enfin c’est une réflexion puisqu’en calculant ’ensemble des vecteurs invariants on trouve

(i)e[nv(A)@{S_(\l/i)f/%i z 8 <:)<§>€R<1+1\/§>

s est donc de la réflexion par rapport a la droite dirigée par (1 + ﬂ)z +7J

23.2.2.3 Générateurs du groupe orthogonal
Proposition 23.2.16 Toute rotation est la composée de deuz réflexions &

Démonstration 5,53 = R(« — )

Soit B une b.o.n.d. et f la rotation d’angle 6.

Soient a, 3 tels que o — 3 = 6 par exemple o = 6 et = 0 en posant s, sg dont les matrices relatives a
B sont S, et Ss

Matg(f) = R(6) = SaS3
d’ou f =s,0853 .
Remarque 23.2.3 Dans le cas « = 0 et B = 0 en posant B = (i,j), on voit que Roty est la composée
de sg réflexion d’aze dirigé par

Rot s (i) 0. . 0.

ote (1) = cos =i + sin —
5 2 2’

avec sg Téflerion d’axe Ri
Rota =890 5o

*

Corollaire 23.2.17 Tout automorphisme orthogonal du plan E est soit une réflexion, soit le produit de
deux réflexions &

11

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro
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23.2.3 Automorphismes orthogonaux de ’espace

Dans cette section On suppose dim F = 2.
E est un espace euclidien orienté par une base By, on notera Det le déterminant relatif By, c’est a dire le

déterminant relatif & toute b.o.n.d.
En effet :
VBb.o.n.d. Det = detp, = detp,(B) -dets

=1

23.2.3.1 Rappels de Géométrie

Définition 23.2.9 (Orientation d’un plan) Soit P un plan de E (sous-espace de dimension 2, c’est
& dire un hyperplan) et n un vecteur unitaire orthogonal & tout vecteur de P

Vx € P, (x]n)=0

On dit n est unitaire et normal o P.
On dit P est orienté par n lorsque

YC b.o.n. de P C = (e1,e2) b.on.dde P <= B:= (e1,e9,n) b.o.n.dde E

Remarque: On dira qu'un vecteur u normal P, oriente P lorsque celui-ci est orienté par m

Remarque: Si u,v sont non colinéaires dans le plan P, alors

w  directement orthogonal & u et v <= (u,v,w) base directe et ulw vlw

Définition 23.2.10 (Géométrique) Soient u et v deux vecteurs de E on appelle produit vectoriel de u
et v le vecteur noté u A v et défini par

uAv = Jullll-|lv]-sind-n Si u et v non colinéaires
uNv = 0 sinon
Dans le cas non colinéaire :

n est le vecteur unitaire normal ¢ P := Vect(u,v) directement orthogonal a (u,v).
0 est une mesure de l’angle (u,v) orienté par n. [ )

Proposition 23.2.18 Quels que soient u,v,w dans E
Det(u,v,w) = ((u A) | w)
&

Définition 23.2.11 Soient P et D un plan et une droit vectorielle de E on note P = D+ (resp D = P+)
lorsque les vecteurs de l'un sont orthogonaux auz vecteurs de lautre.
En particulier Si P = Ru 4+ Rv et D = Rw Alors

PY =D (resp. DY = P) <= ulw et vlw

On a en toute généralité
E=PaeP-=DaoD"

12
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23.2.3.2 Rotations

Définition 23.2.12 Soit D = Rk droite vectorielle de E orienté par k unitaire, et 6 € R.
On note P := D orienté par k et r la rotation d’angle 0

x si x€D

ROtk’G:xH{T(x) st v€P

Roty g, est la rotation axiale d’aze Rk et d’angle 6, ou rotation d’angle 0 autour de k '

Remarque: pour k unitaire et 6,6’ réels
Roty 9 = Roty,g < 0 = 0’ [27]
Rot_i 9 = Roty, ¢
Remarque: Roty . est ce qu’on appelle le retournement d’axe Rk

Proposition 23.2.19 Soient k unitaire et € R Dans une b.o.n.d. B de E adaptée ¢ E = (Rk): @ Rk

cosf —sinf O
Matg(Rotye) = | sinf cosf 0 | € SO(3)
0 0 1

En particulier Rotyg € SO(E), &

Démonstration On note B = (e, ez, k) puisque Roty g induit la rotation r : P — P d’angle 6 ou
P := (Rk)* orienté par k. on a (e1, €2) est une b.on.d. de P et Mat (¢, .,) = R(#) De plus Roty (k) = k,
d’ou la matrice M de la rotation.

De plus les colonnes de cette matrice sont deux a deux orthogonales et de norme 1, d’ot M € O(3), enfin
en développant par rapport a la derniére colonne on trouve

det M =detR(6) =1

Remarque: Contrairement a SO(2), SO(3) n’est pas abélien

0 -1 0 1 0 0
A=1]11 0 0 et B=|0 0 -1
0 0 1 0O 1 O
On a
0 0 1 0 -1 0
AB = 1 0 O et BA = 0o 0 -1
01 0 1 0 0

Proposition 23.2.20 Soit f € SO(E). On note Inv(f) := ker(f — Idg) l’ensemble des vecteurs inva-
riants de f

dim Inv(f) =1 = f est la rotation d’axe Inv(f)
&

Démonstration En notant k un vecteur unitaire dirigeant le droite vectorielle D = Inv(f), et P = D™,
on a
e f(P) C P Puisque k est normal a P, il suffit de montrer que

Va € P, flx) Lk

or

Vee P, (f(x)[k)=(f(x) [ f(K) = (z|k)=0

13
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14 CHAPITRE 23. ESPACES EUCLIDIENS ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

On en déduit que f induit un endomorphisme r : P — P

ercO(P)
En effet pour tout x,y dans P

(r(z) [ r(y)) = (f(2) [ f()) = (x| y)

e Relativement a une b.o.n.d. (eq,es, k) adaptée & E=P @& D, on a

Mat g = M 0

avec M = Mat (., ¢,)()
o7 € SO(P)
En effet En développant le déterminant par rapport & la derniére colonne

1 =det Mat (¢, ¢, (r) = detr

e Conclusion
T si reD

f:m’_){r(a:) si x€P
ou 7 est une rotation de P... CQFD .
Remarque: On montre par un calcul des invariants que f € SO(E) si et seulement si f est une rotation

axiale

Proposition 23.2.21 Soit f une rotation aziale d’angle 6 autour de k(avec k unitaire).
Pour tout a non nul orthogonal a k on a

f(a) =cos(0) - a+sin(f) - (kA a)
En particulier si a est unitaire

cos(f) = (a | f(a)) et sin(f) = Det(a, f(a), k)

Démonstration.
Quitte & diviser par ||al|, on peut supposer a unitaire.
Puisque (a, k A a, k) est une b.o.n.d. adaptée &4 E=P @ D avec D =Rk et P = D+, on a

cosf) —sinf 0
Mat g(f) = | sinf cosf® O
0 0 1

D’ou grace a la premiére colonne de cette matrice
f(a) =cos(0) - a+sin(f) - (kA a)
Et donc par produit scalaire avec a puisque (kA a)Lla et que (a|a) =1

(a] f(a)) = cos(6)
Enfin par passage au déterminant

Det(a, f(a),k) = cos(f) - Det(a,a, k) +sin(f) - Det(a,k A a, k)
—_——— —_————
=0 =1

Exemple: Soit R3 euclidien canonique muni de sa base canonique B := (i, j, k). Déterminons la matrice
de la rotation r d’angle 6 autour de w = (1,1, 0).

On considére une b.on.d. (a,b) du plan de normal et orienté par @ = “=

5 et dont I’équation est

z+y=0

14
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17—

Par exemple a := sz et b:=wAa=(0,0,—1) est unitaire et orthogonal a w.
On a par rapport a la bond C = (a,b,w)

cos —sinf 0
Mate(r) = | sinf cosf O
0 0 1
Or puisque
1 1 0 1 1 1 -1 0
P=PBC=—| -1 0 1 et doncP'=PCB="P=—[0 0 -2
V20 —v2 o0 VZ 1 1 o
On en déduit
1+cos® 1—cosf +/2sind
Mat 5(r) = PMate(r)P~' = = [ 1—cos® 1+cos® —v/2sind
—/2sinf  /2sind 2cosf
Autre méthode bien plus directe
On décompose tout vecteur u = (z,y, z) de R3 selon la décomposition R? = (Rw)* + Rw
U=x, +T, =7, + &
avec par passage au produit scalaire A = (u | @) = %, iel
r+y 1 r—vy
zo,=(u|ww==| z+y et doncx; =zx—(u|ww==-| y—2
2 2
0 2z
On en déduit puisque x| 1w
r(u) =r(x.) +x, =cosbz +sinbo Az, +zx,
i.e.
-y 1 zT—Yy T4y
1 . 1 1
r(x,y,z):cose-i y—x | +sinf-— | 1 /\5 y— +§ x+y
2z V2 0 2z 0
xr—y z r+y
1 . 1 1
r(z,y,z) =cosb-- | y—x | +sinf- — —z +-| z+vy
2 2 2
2z y—x 0
8 1 —4
Exemple: Soit r canoniquement associé a la matrice A := % -4 4 =7 relativement a la base
1 8 4

canonique (4, j, k).
C’est la matrice d’un automorphisme orthogonal de R? car on a

(CL]C)=0 (C1|C3)=0 (Co|C3)=0 et (C1|C)=1 (Co|Cy)=1 (C3|Cs3) =1

On retrouve ceci grace a lidentité 'AA = I5 puisque 'AA = ('C;Cj)1<i j<s3

Par ailleurs det A = 1, cherchons I’ensemble des invariants :
Pour u = (z,y, z) quelconque dans R3, on a

u € Inv(r) <= u € Rw avec w = (=3i+j+k)

1
V11
Donc r est la rotation d’axe w, cherchons son angle.

Puisque (Rw)t a pour équation cartésienne

—3z+y+2z2=0

Lc’est la décomposition relative au projection orthogonale sur Rw

15

Lycée J-B. Say - Martin Del Hierro



oxre1l [0 UIIBIN - AvS ‘g-[ 09047

16 CHAPITRE 23. ESPACES EUCLIDIENS ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

On voit que a := (Os’;rltél) € (Rw)*, et de plus a est unitaire, d’oi la caractérisation de I'angle 6 de la
rotation
7 5v 11
cosf = (a|r(a)) = — et sinf = Det(a,r(a),w) = ——
18 18
7T 4 4
Exercice: Etudier r canoniquement associé a la matrice A := —% -4 8 -1 relativement a la
4 1 -8

base canonique (i, j, k).

23.2.3.3 Reéflexions, symétries

Définition 23.2.13 On dit que s est symétrie orthogonale lorsque
se (F) et sos=1Idg

c’est la symétrie orthogonale par rapport & P := ker(s — Idg) = Inv(f). Dans le cas ot P est un plan
vectorielle (i.e un hyperplan de E), on dit que s est la réflexion par rapport a P '

Remarque: En notant B = (ey,es,e3) une base adaptée & £ = P @ Pt on a pour f réflexion par
rapport au plan P
1 0 0
Matg(f)=1 0 1 0 € O03)\ SO(3)
0 0 -1

En particulier f € O(E) \ SO(E)

Proposition 23.2.22 Soit f € OE)\ SO(FE). On note Inv(f) :=ker(f — Idg) l’ensemble des vecteurs
invariants de f

dim Inv(f) = 2 = f est la réflexion par rapport ¢ Inv(f)

Démonstration En notant P = Inv(f) et D = PX =Rk, on a
e f(D) C D Puisque k est normal & P, il suffit de montrer que

Vo € D, f(z)LP

VeeD,vye P, (f(z)|y)=(f(x)[f(y)=(z|y)=0

e Relativement & une b.o.n.d. (e, eq, k) adaptée 8 E =P @& D, on a
100
Matg(f)=| 0 1 0
0 0 a

eaq=—1.
En effet par le calcul du déterminant

—1=det f =detMat 5(f) = a

e Conclusion :
Vu la matrice de f; f est la réflexion par rapport a P o

Exercice: Montrer que la réflexion S par rapport & Rk avec k unitaire, vérifie

S:x—ax—2z|k)k

16
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1 4 -8
Exemple: Soit s canoniquement associé a la matrice B := % 4 7 4 relativement a la base
-8 4 1

canonique (4, j, k).
C’est la matrice d’un automorphisme orthogonal de R? car on a

(C1]Ce)=0 (C1|C3)=0 (Co|C5)=0 et (C1]C1)=1 (Co|Ce)=1 (C35|C3)=1
On retrouve ceci grace a l'identité ‘AA = I3 puisque ‘AA = ('C;Cj)1<i j<3
Par ailleurs det A = —1, Montrons que c’est une symétrie orthogonale, en effet
A% =1,

Montrons que c’est une réflexion, cherchons ’ensemble des invariants :
Pour u = (z,y, 2) quelconque dans R3, on a

—8zx4+4y—8z = 0
u € Inv(s) <= 4o —2y+4z = 0 <—=2r-y+22=0<=uc (Rw)* avec w=(2,-1,2)
—8xr+4y—8z = 0

Donc s est la réflexion par rapport au plan de normale w.
On peut grace a ’équation trouver 2z —y+2z = 0 trouver deux vecteurs directeurs, par exemple (1,0, —1)
et (0,2,1)

Proposition 23.2.23 Toute rotation est la composée de deux réflexions &

Démonstration Soit f = Roty g et B := (i,7,k) une b.on.d. adaptée & E = P @ D avec P := D+ et
D = Rk.

On a
cosf) —sinf 0
Mat g(f) = | sinf cosé O
0 0 1

En notant sg la réflexion par rapport & Ri + Rk, on a

1 0 O
Matg(sp) = 0 -1 0
0 0 1

Soit
Rot, o (i) 9.+ . 0.
u = Ro 1) = cos =1 + sin —
kg 9 2]

En notant s, la réflexion par rapport a Ru + Rk.
On a puisque u A k est unitaire normal a4 Ru + Rk

su:xl—>m—2<(u/\k)|x>(u/\k)
_ 9; 0 _ 0 1 in 07 Ty
OruAnk=cosgiANk+singi Ak = —cosgj+singi Dot
cos sinf O
Mat p(sy) = | sinf —cosf 0

0 0 1
(C’était prévisible puisque s, induit sur Ri + Rj la réflexion d’axe Rot s (1)
Conclusion : Puisque par un calcul direct on a
Mat B(f) = Mat B(su)Mat B(SO)

Ona f=s,08 °

Remarque: les réflexions qui entrent dans la décomposition de la rotation f := Rot}, g s’obtiennent par
extension des réflexions planes qui décomposent la rotation du plan Roty induite par f sur (Rk)*

17
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18 CHAPITRE 23. ESPACES EUCLIDIENS ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Remarque 23.2.4 Contrairement au cas de la dimension, il existe des automorphismes orthogonaux de
Uespace E qui ne sont ni une réflexion, ni la composée de deux réflexions : par exemple —Idg (symétrie
orthogonale par rapport & {0}) *

Remarque: Dans le cas ot f € O(3) n’est ni une réflexion, ni une rotation axiale, ni o := —Idg, on
peut étudier g := —f.
g € O(3), f est alors la composée o et g

23.3 Transformations du plan et de ’espace

Dans toute la suite on note A 'espace affine P des points du plan (resp. £ des points de I’espace), la
— — —
direction vectorielle A (i.e P resp. £ ) étant orientée par sa base canonique.

23.3.1 Généralités sur les transformations affines

Définition 23.3.1 On dit que [ : A — A est une transformation affine de A, lorsque pour un (resp.
tout) point Q € A lapplication

— = —
f: A=A
définie par
— — _—
VMeA,  f(QM)=f(Q)f(M)
est une application linéaire, dite application linéaire associée a lapplication affine f (elle est indépendante

du choiz de ) '

Démonstration On note ¢q et ¢q/ les applications linéaires associées relativement a Q resp. Q' elles
sont linéaires d’ott pour tout v on note

On a alors
1 —
u=QM — QY

D’ou

pa(u) = pa(QM') — pa(Q0) = F(Q)FOL) — FQ)F(@) = F(@)FL) = por(u)

Remarque: On a? pour tout M € A
F(M) = £(@) + (21

En particulier une transformation affine est entiérement déterminée par 'image d’un point et par la
donnée de sa partie linéaire.

VAe A VT eA, [(A+T)=f(A)+f(T)
— —
Exercice: Montrer que quelle que soit 2 point de A et F' sous-espace vectoriel de A

Définition 23.3.2 Soientp: A — A et p : ./_4{ — ./_4) son application linéaire associée. On dit que p est
— —
projection affine sur Q + F parallélement a Q2+ G lorsque :
— —
D projection sur F parallelement & G et p(Q) =Q On a alors

VAe A, p(A)=Q+ P QA)

2Rappelons que A + % est le translaté du point A par le vecteur

18



23.3. TRANSFORMATIONS DU PLAN ET DE L’ESPACE 19

0A=p(0A)

[ )

Exemple: Si p est un projecteur :
p est un projecteur orthogonal si et seulement si F LG si et seulement si F1G si et seulement si p’
projecteur orthogonal

— —
Définition 23.3.3 Soients: A — Aets : A — A son application linéaire associée. On dit que s est
— —
symétrie affine par rapport a 2 + F parallélement o Q + G lorsque :
— —
s symétrie sur F parallélement a G et s(Q) = Q On a alors

VAe A, s(A) =0+ 5(Q4)

[ )

Exemple: Si s est une symeétrie :
s est une symétrie orthogonalz si et seulement si F1G si et seulement si F LG si et seulement si 2’
symétrie orthogonale

Définition 23.3.4 7 est une translation de A si et seulement si T = Idj

QA=1(0A)

—_—
il s’agit alors de la translation de vecteur AT(A) (avec A € A quelconque) [ )

Proposition 23.3.1 Pour f et g affines on a go f est une composition affine et

—>_>

gof= 907
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20 CHAPITRE 23. ESPACES EUCLIDIENS ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Démonstration

go J(AB) = g(f(A)g(f(B)) = T(f(A)f(B)) = T (] (AB))

Exercice: Quels que soient f, g affines

f =g <= 37 translationg =70 f

Exercice: Soit f une transformation affine et {2 un point fixe de f.
— — — —
f symétrie affine par rapport a Q + F' parallélement a4 Q + G <= f symétrie par rapport & F' parral-
—
lélement & G

Exercice: Soit f une transformation affine et 2 un point fixe de f.

Exercice: Soit p vérifiant p o p = p et Q un point fixe de p.
Montrer que p est le projecteur sur 2 + Im (p) parallélelement a Q + ker(p)

Exercice: Soit s vérifiant s o s = s et 2 un point fixe de p.
Montrer que s est la symétrie par rapport a Q + Inv(s) parallelement a Q + ker(s + Id)

N
Remarque: Dans le cas ou f admet un point fixe €2, alors f est du méme type que f. Dans le cas
contraire on peut se ramener au cas précédent par composition avec une translation (la composition avec

—
la translation 7 de vecteur f(M)M fait de M le point fixe de 7o f )

Corollaire 23.3.2 Lorsque f est une transformation bijective

—

=

23.3.2 Isométries

Définition 23.3.5 On appelle isométrie affine toute application affine f : A — A qui conserve les
distances :
V(M,N) e A%, d(f(M), f(N)) =d(M,N)

— —
Remarque: f est une isométrie affine de A si et seulement si f € O(A)

Démonstration

Y(M,N) € A, d(f(M), [(N)) = d(M,N) < ¥(M,N) € A, | f(M)f(N)| = |MN]|
—Y(M,N) € A2, || F(MN)| = |MN|

s e d =, — —
—=vueA |[f)=Iw]

Exercice: Montrer que pour toute isométrie f, on a
— —
JQ+F)=f(Q)+ f(F) et f(Q+

Remarque: lensemble des isométries de A est un sous-groupe pour la composition du groupe des
bijections de A

Définition 23.3.6 Soit f une transformation affine de A.
— —
f est un déplacement si et seulement si f € SO(A) [

Exemple: les translations sont des déplacements

Remarque: l’ensemble des déplacements de A est un sous-groupe pour la composition du groupe des
isométries de A

20
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Proposition 23.3.3 Etant donnés deux points distincts A et B de A, il existe une réflexion affine et
une seule échangeant A et B &

Démonstration On pose I milieu de [A, B] et H hyperplan affine médiateur
—
H =1+ (RAB)*

B est I'image de A par la réflexion par rapport & H D’ou Dexistence.

L’unicité provient du fait que pour sy réflexion d’hyperplan H = Q + (R%)~ avec u unitaire on a
(puisque 57 est la réflexion vectorielle par rapport a (Ru)*)
— — — —

e Q== — P~y —\—> —\—>
sn(A) = B <= Qsy(A) = OB < sy(QA) = OB <= QA-2(QA | W)u = QB < BA=2(QA | W)u

—_— .. < — —_— —_—
<= BA colinéaire & « et BA =2QA
i.e. H passe par le milieu © de [AB] et est perpendiculaire & (AB) o

Proposition 23.3.4 Toute isométrie est la composée de réflexions &

23.3.3 Transformations du Plan
23.3.3.1 Isomeétries du Plan

Dans ce paragraphe on se place dans le cas ou A =P

23.3.3.1.1 Cas général

Exemple: les translations, les réflexions et les rotations (applications affines dont les parties linéaires
sont resp. [ dﬁ, resp. des réflexions, resp. des rotations) sont des isométries du plan

Proposition 23.3.5 l’image par une isométrie d’un barycentre G := Bar((A;, a;)icr) est le barycentre
des images pondérés par les mémes poids

f(G) = Bar((f(Ai), ai)ier)

&
Démonstration Soit f une isométrie® on note que Yier i #0
Z OziG'—A; = 6)
iel
N
D’otl en composant par f
— — —
S o f(GA) =T
il
ie.
-,
S f(G) (A =
iel
CQFD °

Proposition 23.3.6 L’image d’une droite (resp. deuz droites paralléles, resp. deux droites perpendicu-
laires) par une isométrie est une droite (resp. deux droites paralleles, resp. deuz droites perpendiculaires)

&

3en fait application affine suffit

21
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22 CHAPITRE 23. ESPACES EUCLIDIENS ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Démonstration
G € (AB) <= 3(\, ) €R?* G = Bar((A,)), (B, p))

donc
H e f((AB)) <= 3G € (AB); H = f(G) <= 3(\,p) €R* H = f(Bar((A,N),(B,n))) <= H € (f(A)f(B))
Bar((f(A),\),(f(B),un)))

Ceci montre que .
FQ+RT) = f(Q) +R f (W)

N
D’ou la seconde partie de la proposition puisque par affinité et isométrie f conserve la colinéarité (linéa-
rité) et l'orthogonalité (conservation du p.s.) de deux vecteurs. °

Proposition 23.3.7 L’image d’un cercle par une isométrie est un cercle de méme rayon )

23.3.3.1.2 Cas des déplacements

Définition 23.3.7 Soit r une rotation de partie linéaire Rotg avec 6 # 0 [2w] alors r := Rotq g est la
rotation de centre Q) et d’angle 6, ot Q est l'unique point invariant de r

VM € P, r(M)=M < M=0Q

Proposition 23.3.8 Tout déplacement de P est soit une translation soit une rotation &

N
Démonstration f déplacement si et seulement si f rotation vectorielle

-
si f rotation d’angle non nul (modulo 27) alors f est une rotation

sinon c’est une translation

Proposition 23.3.9 Les déplacements f de P s’écrivent comme la composée de deuz réflexions s et so
relatives a A1 et Ay respectivement.

[=s205
e Si f := 74 est la translation de vecteur W, on|e Si f = Rotqge est la rotation de centre € et
2% )
peut prendre W LA, et Ay =Tz (A1) d’angle 6, on peut prendre

2

Qe A et Ay = ROtQ’%(Al)

et Ag = Q+ RV avec v = Rotg(ﬂ))

22
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&

Démonstration Dans le cas de la translation s; et sy ont pour partie linéaire la réflexion r par rapport
—
A1, ainsi s 0 s1 est une translation, la translation de vecteur

Asyos1(A) = Asy(A) =0

avec A € Ay

Dans le cas de la rotation, €2 est point fixe de s1 et s
5305 = 53 035, = Roty

d’aprés la décomposition d’une rotation vectorielle comme produit de réflexions par rapport a des droites
formant un angle de g °

23.3.3.2 Similitudes directes du plan

Définition 23.3.8 On dit que la transformation h du plan est ’homothétie Hq x de centre € et de
rapport X € R*, lorsque

VM eP, h(M)=Q+ QM

i.e. £ est l'unique point fize de h et = AMdz
BN N
V(M,M') e P?, M’ =h(M)<= QM' = \QOM
o

Définition 23.3.9 Toute composée d’une isométrie p et d’une homothétie h est ce qu’on appelle une
simalitude s
s=poh (resp. s=hop)

[ )

Remarque: quitte a changer, p en —p, on peut supposer h homothétie de rapport strictement positif

Proposition 23.3.10 toute similitude est une bijection qui conserve le rapport des distances
En notant A, B,C, D quatre points distincts du plan, et A’, B',C’, D’ ses images respectives

A'B"  AB
C'D'~ CD
&

Définition 23.3.10 On appelle rapport de la similitude s, le rapport d’une (resp. de toute) homothétie
h de rapport positif tel que
s=poh ou s=hop

ol p est une isométrie '

Remarque: En notant A, B deux points distincts du plan, et A’, B’ ses images respectives, le rapport
A de la similitude s est donnée par
A'B’
A =
AB

Proposition 23.3.11 L’image d’une droite (resp. deux droites paralléles, resp. deux droites perpendicu-
laires) par une similitude est une droite (resp. deux droites paralléles, resp. deux droites perpendiculaires)

&

Proposition 23.3.12 L’%mage d’un cercle de rayon R par une similitude de rapport A est un cercle de
rayon AR &

23
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24 CHAPITRE 23. ESPACES EUCLIDIENS ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Proposition 23.3.13 [’image d’un polygone (resp. polygone régulier) par une similitude est un polygone
(resp. polygone régulier) de méme nature &

Définition 23.3.11 Soit s une similitude du plan on dit que s est une similitude directe lorsque s est la
composée d’un déplacement et d’une homothétie. '

Exemple: les homothéties de rapport non nul, les rotations et les translations sont des similitudes
directes

Remarque: l’ensemble des similitudes a une structure de groupe de transformations, les similitudes
directes en constituent un sous-groupe

Exercice: Soit s une transformation affine et A > 0, montrer que

—

s est une similitude directe de rapport A\ < % € SO(Z))

Proposition 23.3.14 Soit R une r.o.n.d. de P, toute similitude admet relativement aux affizes par
rapport & R une écriture complexe de la forme

zr—az+b

avec a € C* et be C &

Démonstration On a les correspondances

application complexe | application linéaire
z 2 I d7—,>
21— ez Roty
2= Az H)\
D’oit les correspondances
application complexe application affine
z—z+b transalation de vecteur wu (b)
z—ef2 4+ b Rota. g
zZ = Az Hq

avec Q(w) et w point fixe de 'application complexe.
On conclut par composition de ces différents type d’applications .

Exercice: Montrer qu’une similitude directe envoi le milieu d’un segment sur le milieu du segment image

Proposition 23.3.15 Toute similitude directe s autre qu’une translation est une homothétie-rotation
S = ROtQ79 e} HQ7)\ = HQ7)\ (e} ROtQﬂ
On dit qu’il s’agit de la similitude directe de centre Q, d’angle 0 et de rapport A &

Remarque 23.3.1 (Preuve)
s est une similitude directe (autre qu’une translation) de centre Q(w)gr, d’angle 6 et de rapport A > 0
si et seulement si son écritures complexe est

z- X (z—w) +w

Corollaire 23.3.16 Soit s une similitude directe autre qu’une translation, son centre S est l’'unique point
fixe de s, son angle est donnée par
AQA’ [27]

Ou A est un point de P et A’ son image. &
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Remarque 23.3.2 (Preuve)
Une similitude directe dont l’application correspondante s’écrit

z—az+b (avec (a,b) eC* xC et a#1)
est la similitude de rapport |a| d’angle arg(a) et de centre Q(w)r qui vérifie (puisque c’est un point fize) :

aw+b=w

Proposition 23.3.17 Etant donnés deux segments [AB] et [A'B’] de longueur non nulle, il existe une
similitude directe et une seule transformant A en A’ et B en B’ &

Démonstration En notant o, o/, 3, 3’ les affixes respectives de A, A’, B, B, 'objectif est donc de trouver
a € C* et b e C tels que
ac+b = o
{ aB+b = p

C’est un systéme de CRAMER puisque son déterminant vérfie a — 3 # 0 car A # B.
On en déduit I'existence et 'unicité de la solution et que

O/—,B/
a—p

En effet A’ £ B’ .

eCr

Proposition 23.3.18 Etant donnés trois points A, B,C et A’, B',C" leurs images respectives par une
similitude directe, on a alors

ABC = AB'C 2]
&

Corollaire 23.3.19 l’image d’un polygone convexe (resp. un cercle) d’aire A par une similitude est un
polygone convexe(resp. un cercle) d’aire \>A '

Démonstration Pour le cercle c’est clair, pour le polygone on se raméne au cas du triangle.

Par conservation des angles orientés et la dilatation des distances

acsin f sacsinf
2

Aire(ABC) = et  Aire(AB'C’) =\

2

On conclut dans le cas général par triangulation : un poygone convexe est la réunion disjointe de
triangles par triangulation, et on conclut par la conservation des angles orientés et la dilatation des
distances °
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26 CHAPITRE 23. ESPACES EUCLIDIENS ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

23.3.4 Isométries de I’espace
Dans ce paragraphe on se place dans le cas ou A =&

Définition 23.3.12 On dit que f : A — A est la rotation d’angle @ autour de A = Q +RW oriénté par
=
W lorsque

N
[ =Rotgz, et f(Q)=Q

on note Rot , + , la rotation d’angle 6 autour de A orienté par o

s oy

- -
Rotp z g = Rot g et A = Inv(Rotp 5 o) = U+ Rw

(®)

o

®)

[ )

Exemple: les translations, les réflexions et les rotations sont des isométries de I’espace Dans le cas d’une
rotation

Définition 23.3.13 On appelle vissage v toute transformation affine composée d’une translation T4 de

— —
vecteur ket d’une rotation aziale Rot, - , d’angle 0 autour de A orienté par k

vV=Tp O ROtA,?,e = ROtA,?,e oTp

©)
MI

g)T

M/Jm

®

http://www. jdotec net
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Remarque: Méthode pour déterminer v : On détermine la rotation v = Rot 4.
On chercher 2 tel que

QAT =0
Puis on calcule A tel que
— — _
kE :=Qg(Q) =\

—
le signe de A est donné par celui du produit scalaire (Q (Q) | w)
e Si A >0 Alors

v="Tpo0 ROtA,?,e

e Si A <0 Alors

V=TpoO RotA’?ﬁ(9

e Si A =0 Alors
UzRotA?

s oy

0

Remarque: les vissages, les rotations et les translations sont des déplacements

Proposition 23.3.20 (admis) Tout déplacement de ’espace est soit un translation, soit une rotation
soit un vissage &

Démonstration Puisque SO(.,—4)) est 'ensemble des rotations axiales de ./—4>

Soit f un déplacement, on a 7 S SO(Z), et suivant que 7 est soit I'identité soit une rotation d’angle non
nul on a f est une translation ot une composée d’une rotation et d’une translation 7. On peut toujours
choisir 7 comme translation selon un vecteur de ’axe de rotation ce qui nous donne bien soit un vissage
soit une rotation (translation de vecteur nul) .

Proposition 23.3.21 Les déplacements f de £ de type rotation ou translation s’écrivent comme la com-
posée de deux réflexions s1 et so relatives a Py et Po respectivement.

[ =520

e Si f:= 1y est la translation de vecteur W , on peut prendre Py = 7= (P1)
2

e Si f:= ROtA,?,e autour de A = Q + R? orienté par ? et d’angle 0, on peut prendre

A ePy et szRotA?

s Ry

(P1)

9
2

—

i.e. P1:Q+R?+R7 et szQ—HR?—HR? avec uwlk et szotz

Démonstration
e Si f est la translation de vecteur u on se raméne au cas du plan en décomposant la translation 7 induite

VL
sur (R k)= un plan contenant u.

— —
On en déduit que f est la composée de deux réflexions relatives aux plans A1 +R k et As + R k respec-
tivement. ot A1 et As sont des axes du plan de (Rk)l qui entrent dans la décomposition de 7

N
e Si f est une rotation d’axe R?, On décompose la rotation r induite sur (R k)= .

— —
On en déduit que f est la composée de deux réflexions relatives aux plans A; + Rk et Ay + R E res-

pectivement. ot Ay et As sont des axes du plan de (R?)J- qui entrent dans la décomposition de r
[}

Corollaire 23.3.22 On en déduit que les déplacements s’écrivent comme la composée de 2 ou 4 réflexions

Démonstration Dans le cas d’une rotation ou une translation on a a faire & deux réflexions, dans le cas
d’un vissage, par composition d’une rotation et d’une translation, on a & faire a 4 réflexions. .
27
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